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Abstract 
This paper mainly studies oscillatory of a class of higher order linear functional equations of the 

form ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑
k

i
i

i
x g t P t x t Q t x g t1

1

+

=

= + , where [ ] [ ]=t RP Q g 0, : , ,0, ++∞ → +∞  are given real 

valued functions and ( ) ( )
t

g t t g t, lim
→+∞

≠ = +∞ . Some sufficient conditions for the oscillation of all 

solutions of this equation are obtained. And our results generalize and improve some results in 
some literature given. 
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摘  要 

本论文主要是研究一类高阶线性泛函方程： ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑
k

i
i

i
x g t P t x t Q t x g t1

1

+

=

= + 的振动性，这里
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[ ] [ ]=t RP Q g 0, : , ,0, ++∞ → +∞ 是已知的实值函数，并且 ( ) ( )
t

g t t g t, lim
→+∞

≠ = +∞，并得到该方程所有解

振动的一些新的充分条件。我们的结果推广了现有文献中的某些结果。 
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1. 引言 

考虑高阶函数方程 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1

k
i

i
i

x g t P t x t Q t x g t+

=

= +∑                     (1.1) 

其中 ( ) ( ), : 0, 1, 2,3, ,iP Q I i k→ +∞ =  ， :g I I→ 是一个给定的函数， x 是一个未知函数， I 是 ( )0,+∞ 上

的无界子集。 ( ) ( ), lim
t

g t t g t
→+∞

≠ = +∞， mg 表示函数 g 的 m 次迭代，即： 

( ) ( ) ( )( )0 1, , , 1, 2, ,i it t tg t g g g t I i m+= = ∈ =   

如果函数 :x I R→ 使得 ( ) [ ){ }0 0sup : , 0ts I t Ix s ∈ = +∞ >
对 ( )0 0,t∀ ∈ +∞ 成立，且对 t I∈ 满足(1.1)

则称其为方程(1.1)的一个解。这样的解称作是振动的。 
当 1, 1i k= = 时方程为： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2x g t P t x t Q t x g t= +                       (1.2) 

其中 ( ): 0,Q I → +∞ 是给定的函数。 
微分方程和离散变量的差分方程的振动理论在过去几十年中已经得到广泛地发展，最近带有连续变

量的差分方程的振动性研究也得到迅速的发展。然而函数方程以离散变量和具连续变量的差分方程作为

其特殊情形，且函数方程以及具有连续变量的差分方程解的振动性的研究也越来越受到人们的重视(参见

[1]-[15])。1994 年，Golda 和 Werbowski [1]首先对方程(1.2)的解的振动性做了研究，从他们的研究中我们

可以知道，如果 

( ) ( )( )lim sup 1
t

Q t P g t
→+∞

>                            (1.3) 

或 

( ) ( )( ) 1lim inf
4t

Q t P g t
→+∞

>                            (1.4) 

时方程(1.2)所有的解振动。 
同时他们也将(1.3)推广到： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2

0 0
lim sup 1

ik
j j

t i j
Q t P g t Q g t P g t+ +

→+∞ = =

 
+ > 

 
∑∏              (1.5) 
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那么 0k ≥ 是一个整数。 
1995 年，Nowakowska 和 Werbowsk [2]：将条件(1.4)推广到方程 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1

k
i

i
i

x g t P t x t Q t x g t+

=

= +∑  

( ) ( )( )
1 1

1lim inf
4

kk
j

it i j
Q t P g t

→+∞ = =

>∑ ∏                         (1.6) 

或 

( )( ) ( )( )
11

0 1
lim inf

1

kkk
i j

it i j

kG g t P g t
k

+−
+

→+∞ = =

 >  + 
∑ ∏                      (1.7) 

其中 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

k
n

n k n k
n

G t Q t Q g t Q t
−

−
=

= +∑                        (1.8) 

1999 年，周勇和俞元洪[3]研究方程(1.1)的解的振动性。他们证明了方程(1.1)的所有解振动，如果 

( ) ( )( )
( )

1

1
1 1

lim inf
1

kk im
j

i kt i j

kQ t P g t A
k

+ −

+→+∞ = =

= >
+

∑ ∏                     (1.9) 

或 

( )
( ) ( )( )

( )

1

1
1 1

10 , lim sup
1

k k im
j

ik kt i j

kA Q t P g t
k Aλ

+ −

+ →+∞ = =

≤ ≤ >
+   

∑ ∏              (1.10) 

λ 是方程 1 1 0kAλ λ+ − + = 在 ( )( )
1

1, 1 kk A
− 

+ 
 

上唯一的实根。 

本文我们在文[4] [5]的基础上，研究了方程(1.1)，得到一切解振动的几个充分条件。 

2. 主要定理及相关证明 

引理 1.1. 假设，
10
4

m≤ ≤ ， ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )21

x g t
t P g t

x t
W

g
= ⋅ ， ( ) ( )( )

( )( ) ( )
2

2

x g t
t Q t

x g t
W = ⋅ ， ( )x t 是方程(1.1)

的最终正解，那么 

( ) 1 1 4lim sup , 1, 2,
2it

t mW i
∞+→

+ −
≤ =                         (2.1) 

证明：由(1.1)有 ( )( ) ( ) ( )x g t P t x t≥  
因为当 t → +∞时， ( )g t → +∞，有 

( )( ) ( )( ) ( )( )2 P gt tx g t x g≥                            (2.2) 

又因为 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )21

x g t
t P g t

x t
W

g
= ⋅  

故有 
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( )1lim s p 1u
t

W t
+→ ∞

<  

当
10
4

m≤ ≤ ，对任意 ( )0,µ m∈ ，有 

( ) ( )Q t P t m µ≥ −                                 (2.3) 

由(2.2)得 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )1 1

P g t x g t
x g t

W t P g t≤ ⋅ ≤  

令 ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )1 11:

P g t x g
x g t

W t P g t d
t

≤ ⋅ ≤ = ，即 

( )( )
( )( ) ( )( )

2
1

1

x g t
d P g t

x g t
−≥                            (2.4) 

由(1.1)、(2.3)和(2.4)有 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )
( )( )

2 2

1
1

1

P t x t
d Q t P g t

x g t

x g t x g t P t x tP t x t
x g t x g t x g t

−+

+
≤ + = ≤

                 (2.5) 

将(2.3)代入(2.5)中，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
1 1

1 1
P t x t P t x t

d Q t P t d m
x g t x g t

µ− −+ ≥ − +  

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1

1 11 1
P t x t

d Q t P g t d m
x g t

µ− −≤ − ≤ − −  

即 

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )2

1
11

x g t
P g t d m

x g t
µ−⋅ ≤ − −  

于是得到 

( ) ( )
1

1
1d

t
d

W
m µ− −

≤  

令 

( ) ( )
1

1
1

2:
d m

t dW
d

µ− −
≤ =  

同理可得 

( ) ( )
11 : , 1, 2,n

n
n

d m
W t d n

d
µ

+

− −
≤ = =   

并且由 ( ) 1m µ− < 得
( ) 1n

n

d m
d

µ− −
< 。 
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则
( )

1:n
n

n

d m
d

d
µ

+

− −
= 是单调递减，即 nd 也是单调递减。 

令 lim nn
d d

→+∞
= 使得 ( )2 0d d m µ− + − = 成立。 

所以，由 

( ) ( ) ( ) ( )21 1 4 1 1 1 4
2 2

m m
d

µ µ− − ± − − × × − + − −
= =  

可得 

( ) ( )
1

1 1 4
lim sup

2t
t

m
W

µ
+→ ∞

+ − −
≤  

当 0µ → ，得到(2.1)即有 

( ) 1 1 4lim sup , 1, 2,
2it

t mW i
∞+→

+ −
≤ =   

以上是 1iW W= 时的证明。 
下证 2iW W=  

由(1.1)有 

( )( ) ( ) ( )( )2g t tx Q x g t≥                             (2.6) 

且 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 3x g t P g t x g t Q g t x g t≥ +                    (2.7) 

由上述可知 ( )
( )( )
( )( ) ( )

2

2

x g t
W t Q t

x g t
= ⋅ 。 

因为 ( )( ) ( ) ( )( )2x g t tQ x g t≥ ∴ ( )
( )( )
( )( ) ( )

2

2 11:
x g t

W t Q t d
x g t

= ⋅ ≤ = 。 

因此，当 2i = 时，假定
10
4

m≤ ≤ 任意 ( )0,µ m∈ 有 

( ) ( )Q t P t m µ≥ −                                  (2.8) 

由(2.7)得 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )2 2

3

1
Q g t x g t

x g t
P g t x g

t
t

x g
≥ +  

因为 ( )
( )( )
( )( ) ( )

2

2 11:
x g t

W t Q t d
x g t

= ⋅ ≤ = ， 

( )( )
( )( )

( )
2

1

x g t Q t
dx g t

≥ ，
( )( )
( )( ) ( )

2

1
x g t d

Q tx g t
≤  

又由 ( ) ( )Q t P t m µ≥ −  
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∴

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

2 2

2

2

3

3

1

3

1

1
Q g t x g t

x g t x g t

Q g t x g tP g t Q t
d x g t

Q g t x g tm
d x

P g t x g t

g t
µ

= +

≥ +

−
≥ +

 

由此可得
( )( ) ( )( )

( )( )2

3

1

1
Q g t x g tm

d x g t
µ−

− ≥ ， 

所以有
( )( ) ( )( )

( )( )
2

1

1
Q g t x g tm

d x g t
µ−

− ≥ ， 

即 ( )2
1

1 mW t
d
µ−

≤ − 令
( )1

2
1 1

1
d mm d

d d
µµ − −−

− = = ， 

则有 ( ) ( )1
2 2

1

d m
W t d

d
µ− −

≤ = 。 

同理可得，如此巡回的过程得到 

( ) ( )
2 1: , 1, 2,n

n
n

d m
W t d n

d
µ

+

− −
≤ = =   

故 

( ) 1 1 4lim sup , 1, 2,
2it

t mW i
∞+→

+ −
≤ =   

定理 1.1. 假设 

( ) ( )( ): lim inf
t

m P gt tQ
→ ∞+

= ， ( ) ( )( ): lim sup
t

M P gt tQ
→ ∞+

=                 (2.9) 

当
10
4

m≤ ≤ ， 0k ≥ 的整数，且 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1

0 0
lim sup 1

ik
i j j

t i j
mQ t m Q g t P g tP g t + +

→+∞ = =

 
+ ≤ 

 
∑ ∏         (2.10) 

那么方程(1.1)的一切解是振动，这里

1
1 1 4

2
mmµ

−
 + −

=   
 

。 

由(1.1)对于任意足够小 0µ > ， [ )0,t∈ ∞ 得到不等式 

( )( ) ( ) ( )x g t m P t x tµ≥                             (2.11) 

( )( ) ( ) ( )( )2x g t m Q t x g tµ≥                            (2.12) 

这里

1
1 1 4

2
mmµ µ

−
 + −

= +  
 

。 

由(2.11)得到 

( )( ) ( )( ) ( )
1

0
, 1, 2,

i
i i j

j
P x t ix g t m g tµ

−

=

≥ =∏                       (2.13) 
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由(2.7)归纳有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 , 1, 2,i i i i ix g t g t g t gP x Q x it g t+ ++ ==              (2.14) 

由(2.7)和(2.14)对于 0k ≥ 的整数 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 3P g t x g t Q g tx g t tx g+=  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 4x g t P g t x gP g tt x g t QQ g x g tgt t= ⋅ + +    

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) }

2 2 2

2 3 3 3 5

x g t P g t x g t

Q g t P g t x g

P g

t

t x g

Q

t Q g

g g

t

t x t

= ⋅

 + +

+



 

如此重复上述过程可得 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1

2 2 2 1 4 1

0 0 0

i kk
i i i k j

i j j
x g t g t g t P g t x g t Q g t x g t Q g tP x

+
+ + + + +

= = =

= ++∑ ∏ ∏  

对于(2.12)和(2.13)得到 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1
2 2 2 2 2 1

0 0 0

2 2 1 1

0 0

i ik
i i j j

i j j

ik
i j j

i j

x g t m Q t P g t x g t x g t P g t m P g t Q g t

m Q t P g t x g t x g t m Q g t P g t

µ µ

µ µ

−
+ + +

= = =

+ +

= =

≥ +

= +

∑ ∏ ∏

∑ ∏
 

两边除以 ( )( )2x g t 取极限且 t → +∞，得到 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1

0 0
1 lim sup

ik
i j j

t i j
m Q t P m Q g tt gg t Pµ µ

+ +

→+∞ = =

 
≥ + 

 
∑ ∏  

令 0µ → 有 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1

0 0
1 lim sup

ik
i j j

t i j
mQ t P m gg t Q t P g t+ +

→+∞ = =

 
≥ + 

 
∑ ∏ 。证毕 

定理 1.2. 当 10
4

m≤ ≤ 时，而且 ( ) ( )( )
2

1 1

1 1 4lim sup
2

km
j

it i j

mQ t P g t
→+∞ = =

 + −
≤   
 

∑ ∏ ， 

那么方程(1.1)的所有解振动。 

证明：当
10
4

m≤ ≤ 时，对任意 ( )0,µ m∈ 当 t → +∞时由(2.3)迭代有 

( ) ( )( )
1 1

km
j

i
i j

Q t P g t m µ
= =

≥ −∑ ∏  

由(2.1)得
( )( ) ( )( )

( )( )2

1 1 4lim sup
2t

P g t x g m
x g t

t
→+∞

+ −
≤ ，且  

( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

2
2

1 2

1 1 4lim sup
2

km

it i j

x g t mQ t P g t
x g t→+∞ = =

+ −
≤∑ ∏                  (2.15) 

将
( )( ) ( )( )

( )( )2

P g t x g t

x g t
与

( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

2
2

1 2

kk

i
i j

x g t
Q t P g t

x g t = =
∑ ∏ 两式相乘必存在 

( ) ( )( )
2

2

1 1

1 1 4
2

km

i
i j

mQ t P g t
= =

 + −
≤   
 

∑ ∏  
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最终得到 

( ) ( )( )
2

1 1

1 1 4lim sup
2

km
j

it i j

mQ t P g t
→+∞ = =

 + −
≥   
 

∑ ∏  

所以，当
10
4

m≤ ≤ 时，满足 ( ) ( )( )
2

1 1

1 1 4lim sup
2

km
j

it i j

mQ t P g t
→+∞ = =

 + −
≤   
 

∑ ∏ ，那么方程(1.1)的所有解

振动。于是定理 1.2 得以证明。 

定理 1.3. 当
( ) 10

1

k

k
k

k
u ++

≤ ≤ 满足 ( ) ( )( )
2

1 1

1 1 4lim sup
2

km
j

it i j

mQ t P g t
→+∞ = =

 + −
≤   
 

∑ ∏  

那么方程(1.1)的所有解振动。这里 ( ) ( )( )
1 1

lim inf
kk

j
it i j

u Q t P g t
→+∞ = =

= ∑ ∏  

证明：由(2.1)得：
( )( ) ( )( )

( )( )2

1 1 4lim sup
2t

P g t x g m
x g t

t
→+∞

+ −
≤  

由(2.15)得 

( )( )
( )( ) ( ) ( )( )2

2

1 2

1 1 4lim sup
2

km

it i j

x g t mQ t P g t
x g t→+∞ = =

+ −
≤∑ ∏  

将
( )( ) ( )( )

( )( )2

P g t x g t
x g t

与
( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

2
2

1 2

1 1 4lim
2

km

it i j

x g t mQ t P g t
x g t→+∞ = =

+ −
≤∑ ∏  

两式相乘必存在 

( ) ( )( )
2

2

1 1

1 1 4
2

km

i
i j

mQ t P g t
= =

 + −
≤   
 

∑ ∏  

于是得到： ( ) ( )( )
2

1 1

1 1 4lim sup
2

km
j

it i j

mQ t P g t
→+∞ = =

 + −
≤   
 

∑ ∏ 证毕。 

定理 1.4. 当
( ) 10

1

k

k
k

k
u ++

≤ ≤ 时 0k ≥ 的整数，并且满足 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1

1 1 2
lim sup 1

ik k
i j

t i i j
m Q t P g t m Q g t P g tµ µ

+

→+∞ = = =

 
+ ≤ 

 
∑ ∑ ∏  

那么方程(1.1)的一切解是振动，这里

1
1 1 4

2u
mm

−
 + −

=   
 

 

证明：假设(1.1)有解，存在一个 0ε > ，且 t →∞时 

( )( ) ( ) ( )x g t m P t x tε≥                               (2.16) 

由(2.16)迭代可得 

( )( ) ( )( ) ( )( )1

1

i
i i i

j
x g t m P g t x g tε

+

=

≥ ∏  

( )( ) ( ) ( )( )1

1

k
i

i
i

x g t m Q t x g tε
+

=

≥ ∑  
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有 ( )( ) ( )( ) ( )( )2x g t m P g t x g tε≥  

( )( ) ( ) ( )( )2 2

1

k
i

i
i

x g t m Q t x g tε
+

=

≥ ∑  

由 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2

1

k
i

i
i

x g t P g t x g t Q g t x g t+

=

= +∑  

得到： ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 2

1 1

k k
i i

i i
i i

x g t P g t m Q t x g t Q g t x g tε
+ +

= =

≥ +∑ ∑  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
1

1 11 2

i ik k
i j i j

i i
i ij j

x g t x g t m Q t P g t x g t m Q g t P g tε ε

+

= == =

≥ +∑ ∑∏ ∏  

两边同时除以 ( )( )2x g t 得到 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1

1 11 2
1

i ik k
i j i j

i i
i ij j

m Q t P g t m Q g t P g tε ε

+

= == =

≥ +∑ ∑∏ ∏  

当 t →∞时，得到 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1

1 11 2
lim sup 1

i ik k
i j i j

i it i ij j
m Q t P g t m Q g t P g tε ε

+

→+∞ = == =

 
+ ≤ 

 
∑ ∑∏ ∏  

时方程(1.1)有最终正解。引理证毕。 

引理 1.2. 假设 ( ) ( )( )
( ) 1

1
0 lim inf

1

kk
j

kt j

ku Q t P g t
k +→∞ =

≤ = ≤
+

∏ ， ( )X t 是方程 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1kx g t P t x t Q t x g t+= + ， 0t t≥                    (2.17) 

的一个最终正解，那么
( ) ( )

( )( )lim sup
t

x t P t
x g t

λ
→+∞

≤ 。 

这里 ( )uλ λ= 

 是方程 1 0k k uλ λ+ − + = 在 [ ]0,1 上的最大实根。 
证明：由方程(1.1)有 

( )( ) ( ) ( )X g t P t X t≥                               (2.18) 

且 ( )( )1 0kX g t+ ≥ 通过(2.18)迭代，得 

( )( ) ( )( ) ( )( )1

1
, 1, 2, ,

k
k j

j
X g t P g t X g t k m+

=

≥ =∏                  (2.19) 

将(2.19)代入(2.17)式得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1

k
j

j
X g t P t X t Q t P g t X g t P t X t uX g t

=

 
≥ + ≥ + 

 
∏   

从而有 1u ≤ 且 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )X g t uX g t P t X t− ≥  

( )( ) ( ) ( ) ( )1X g t u P t X t− ≥  

( ) ( )
( )( )1

P t X t
u

X g t
− ≥  
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令 1 uλ = −

  

当 t → +∞时
( ) ( )

( )( )lim sup
t

X t P t
X g t

λ
→+∞

≤   

这里 ( )uλ λ= 

 是方程 1 0k k uλ λ+ − + = 在 [ ]0,1 上的最大实根。证毕。 
定理 1.5. 假设 

( ) ( )( )
1

1
1 1

0 lim inf
( 1)

kk im
j

i kt i j

ku Q t P g t
k

+ −

+→+∞ = =

≤ = ≤
+∑ ∏  

那么方程 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

m
k i

i
i

x g t P t x t Q t x g t+

=

= +∑ ， 0t t≥                   (2.20) 

的所有解振动。如果 

( ) ( )( ) ( )
1

1 1
lim sup 1

k im
j k

it i j
Q t P g t ku λ

+ −

→+∞ = =

> −∑ ∏ 

  

其中 λ由引理 1.2 确定。 
证明：由于 ( )( ) 0k ix g t+ ≥ ，通过(2.18)迭代，得 

( )( ) ( )( ) ( )( )
1

1

k i
k i j

j
x g t P g t x g t

+ −
+

=

≥ ∏ ， 1, 2, ,i m=                     (2.21) 

将(2.21)代入(2.20)式，得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 1

k im
j

i
i j

x g t P t x t Q t P g t x g t P t x t ux g t
+ −

= =

 
≥ + ≥ + 

 
∑ ∏          (2.22) 

从而有 1u ≤ 由引理(1.2)得 1 1uλ = − ≤

 ，即
1 1
λ
≥


。 

由(2.22)得 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1

1 1

1

1 1

1 k im
j

i
i j

k im
j

i
i j

Q t P g t x g t

Q t P g t x g t ux g t

λ

+ −

= =

+ −

= =

 
 
 
 

≥ ≥ 
 

∑ ∏

∑ ∏





 

由定理 1.2 得 ( ) ( )( )
1

1 1

1lim sup
4

k im
j

it i j
Q t P g t

+ −

→+∞ = =

 
> 

 
∑ ∏ 且

1 1
λ
≥


。 

则 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

1 1

1 lim sup 1
k im

j
ik t i j

Q t P g t x g t ku x g t
λ

+ −

→+∞ = =

 
≥ − 

 
∑ ∏ 



 

下面证明之 

当 1k = 时，


( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1

1 1 1lim sup
4

im
j

it i j
Q t P g t x g t x g t

λλ →+∞ = =

 
> 

 
∑ ∏



 

因为
( ) 10

1

k

k
ku

k +≤ ≤
+

 即
10
4

u≤ ≤  
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则


( ) ( )( )
1 1

1 1lim sup
4

im
j

it i j
Q t P g t u

λ →+∞ = =

 
> > 

 
∑ ∏   

事实上，若 1k n= − ，则 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
-2

1
1 1

1 lim sup 1 1
k im

j
ik t i j

Q t P g t x g t k u x g t
λ

+

− →+∞ = =

 
> − −    

 
∑ ∏ 



           (2.23) 

成立。 
下面证明 
当 k n= 时 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

1 1

1 lim sup 1
k im

j
ik t i j

Q t P g t x g t ku x g t
λ

+ −

→+∞ = =

 
> − 

 
∑ ∏ 



             (2.24) 

将(2.23)代入(2.20)式，得 

( )( ) ( ) ( )


( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1 1

1 lim sup

1

k im
j

ik t i j
x g t P t x t Q t P g t x g t

P t x t ku x g t
λ

+ −

→+∞ = =

 
≥ +  

 
> + −

∑ ∏



 

故由归纳法之(2.24)式成立 

则 ( ) ( )( ) ( )
1

1 1

1 lim sup 1
k im

j
ik t i j

Q t P g t ku
λ

+ −

→+∞ = =

 
> − 

 
∑ ∏ 



 

即 ( ) ( )( ) ( )
1

1 1
lim sup 1

k im
j k

it i j
Q t P g t kuλ

+ −

→+∞ = =

> −∑ ∏ 

  

其中 λ由引理 1.2 确定。定理证毕。 
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