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Abstract 
By using the ODE method, we study the existence result of radial solutions for generalized quasi-
linear Schrödinger equations arising from mathematical physics. 
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摘  要 

利用ODE方法，本文讨论数学物理中一类广义拟线性Schrödinger方程径向解的存在性。 
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1. 引言 

本文研究下列一类广义拟线性 Schrödinger 方程： 

( )( ) ( ) ( ) 2 22div , ,p Ng u u g u g u u u u u x Rλ −′− ∇ + ∇ + = ∈                  (1.1) 

其中 div 为散度算子， 3N ≥ ， 2P > ， ( ) :g t R R→ 为光滑有正下界的偶函数。 
方程(1.1)来源于对以下拟线性 Schrödinger 方程驻波解的研究： 

( )( ) ( )2 2 2i , ,p N
t l l x Rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ−′= −∆ − ∆ − ∈                      (1.2) 

其中 : NR R Cϕ × → ， l 是实函数。对于不同形式的非线性项 l ，方程(1.2)对应了不同的物理现象模型。

例如：当 ( )l s s= 时，方程(1.2)是凝波函数在超流体膜中时间演变的模型。当 ( ) 1l s s= + 时，方程(1.2)
是大功率超短激光在物质中传输的模型。令 ( ) ( ), e i tx t u xλϕ −= ，其中 0λ > ， u 为实函数， 

( )
( )( )

2
2

1
2

l u
g u

 ′
 
  = + 。把 ( ),x tϕ 和 ( )g u 代入方程(1.2)后消去含 t 的项，便得到方程(1.1)。 

当 ( )l s s= 时，文献[1] [2]通过约束极小化讨论了(1.1)解的存在性。当 ( ) 1l s s= + 时，文献[3]证明了

(1.1)非平凡解的存在性。对于一般的 l 的研究，可参考文献[4]。 
若进一步，当 ( )g t 关于 t 非减时，利用山路定理，文献[4]证明了(1.1)非平凡解的存在性。本文在 g

没有非减这一条件下，拟利用 ODE 方法研究方程(1.1)径向解的存在性。本文的主要结论为： 
定理 1：在 g 的条件下，方程(1.1)存在径向解，且解是有界的。 

2. 定理的证明 

令 ( ) ( )
0

d
u

v G u g t t= = ∫ ，根据 g 的条件，反函数 ( )1u G v−= 存在。 

把 ( )1u G v−= 代入方程(1.1)，则有： 

( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

21 11

1 1
, ,

P

N
G v G vG v

v x R
g G v g G v

λ
−− −−

− −
−∆ + = ∈                    (2.1) 

因此，对方程(1.1)径向解的研究可以转化成对方程(2.1)的径向解的研究。 
事实上，(1.1)等价于 

( ) ( ) ( )2 22 .pg u g u u g u u u u uλ −′− ∇ − ∆ + =                       (2.2) 

由于 ( ) 0g u > ，(2.2)两边除以 ( )g u ，得： 

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 .

pu uug u u g u u
g u g u

λ
−

′− ∇ − ∆ + =                        (2.3) 

由于 ( ) ( )2v g u u g u u′∆ = ∇ + ∆ ，把 ( )1G v− 代入方程(2.3)便可以得到(2.1)。反之，把 ( )1u G v−= 代入

(2.2)便得到(2.1)。 
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为了简化符号，记 ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

21 11

1 1

p
G v G vG v

h v
g G v g G v

λ
−− −−

− −
= − ，则方程(2.1)写成如下形式： 

( ) 0v h v−∆ + =                                    (2.4) 

引理 2.1：在 g 的条件下， ( )h v 关于 v是局部利普希茨连续的。 
证明 :由于 g 光滑，故 ( )g t′ 是局部有界的，即，对于任意的 0R ，存在 1 10, 0K R> > 使得

( ) [ ]( )2
1 0 1, ,g t K t C R R′ < ∀ ∈ 。另一方面，由于 0g M≥ > ，故 ( )1G t− 也是局部有界的。则对上述 0R ，存 

在 2 20, 0K R> > 使得 ( ) [ ]( )1 2
2 0 2, ,G t K t C R R− < ∀ ∈ 。由 ( )h t 的表达式可知， ( )h t 是局部有界的。即对上

述 0R ，存在 3 30, 0K R> > 使得 ( ) [ ]( )2
3 0 3, ,h t K t C R R< ∀ ∈ 。令 { } [ ]( )2

1 2 3 1 2 0min , , , , ,R R R R v v C R R= ∀ ∈ ： 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

1 2

2 21 1 1 11 1
2 2 1 11 2

1 2 1 1 1 1
1 2 2 1

.
p p

h h

G v G v G v G vG v G v
h v h v

g G v g G v g G v g G v
λ

− −− − − −− −

− − − −
− ≤ − + −





 

对于( 1h )，利用中值定理可知： 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )

( )( )
( )( )

( )( ) ( )

( )( )
( )

1 1
1 2 1

1 21 1 1
1 1 2

1 1
1 21 1 1

1 2 22

1
2 1

1 2 1 2 21 21
21

1
2 1 1 2

2 1 2 1 22 3 2 3

1 1

1

1 1

1 1 .

G v G v
h G v

g G v g G v g G v

g G v g G v
G v G v G v

M M
g G

v v v v G v
M g G Mg G

g G K KG v v v v v
M M M M

ξ

ξξ

ξ

− −
−

− − −

− −

− − −

−
−

−−

−

−

−
≤ + −

−
≤ − +

′
≤ − + −

 ′   ≤ + − ≤ + −    
 

 

其中 1 2,ξ ξ 介于 1v 与 2v 之间。 
对于 2h ，同样利用中值定理可知： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
( )

( )( )
( ) ( ) ( )

( )

2 21 1 1 1
12 2 1 1 1

2 1 1 1
2 1

2 2 21 1 1 1 1 1
2 2 1 2 2 1

1
1 11

1 1 21 1 1
1 2 1

2 31 1 1
2 1 2 1 3 1 21 1

2 3

1
1

1 1

1 1

1 1 1 2

P P
P

P P P

P

P p

G v G v G v G v
h G v

M g G v g G v

G v G v G v G v G v G v
M M

g G
G v v v

g G v g G v g G

G v v v G v p G v v
M g G M g G

G v

η

η

η
η η

− −− − − −
−−

− −

− − −− − − − − −

−
−−

− − −

− −− − −

− −

−

−
≤ + −

≤ − + −

′
+ −

≤ − + − −

+
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

1
1 1

1 21 1 1
1 2 1

2 1
2 1 2

1 22 3

1
.

P

P P

g G
v v

g G v g G v g G

p K K K v v
M M

η

η

−
−

− − −

− −

′
−

 −
≤ + − 
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其中 1 2 3, ,η η η 介于介于 1v 与 2v 之间。 
由此可知： 

( ) ( ) ( ) 2 1
21 2 1 2

1 2 1 22 3 2 3

11 P PP KK K K Kh v h v v v
M M M M

λ
− −  −  − ≤ + + + −   

    
 

故 ( )h v 关于 v 是局部利普希茨连续的。 
由于本文研究方程(2.4)的径向解，故方程(2.4)可以写成如下的形式： 

( )1 0, 0.Nv v h v r
r
−′′ ′+ − = ≥                             (2.5) 

由于 ( )2 N
locv C R∈ ，因此 ( )0 0v′ = 。对函数 v限定一个初始条件，不妨令 ( )0 ,v a a R= ∈ 。因此对问题

(2.4)径向解的研究转化成研究如下的柯西问题： 

( )

( ) ( )

1 0, 0,

0 , 0 0.

Nv v h v r
r

v a v

− ′′ ′+ − = ≥

 ′= =

                            (2.6) 

定理 2.2：对于任意的 a R∈ ，存在常数 0ε > ，使得问题(2.6)有唯一的解 

[ )( )2 0,av C ε∈  

证明：方程 ( )1 0Nv v h v
r
−′′ ′+ − = 可以写成如下的形式： 

( ) ( )1 1.N Nv r h v r− −′′ =                                 (2.7) 

对(2.7)两边两次积分可得 

( ) ( )2

.
2

r h v
v r a

N
= +                                   (2.8) 

显然对(2.8)进行微分可以得到(2.7)。 
根据引理 2.1，存在 1 10, 0R M> > ，使得 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]1 2 1 1 2 1 2 1, , 0,h v r h v r M v r v r r r R− ≤ − ∀ ∈ ；

( )h v 是 局 部 有 界 的 ， 存 在 2 20, 0R M> > ，
使 得 ( )( ) [ ]2 2, 0,h v r M r R≤ ∀ ∈ 。 取

1 2
1 2

3 3min , , ,
4

R R R
M M

  <  
  

，则对于任意 1 2,r r R< ，有： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 2 2

1 2

2
21

1 2 1 2 1 2

2
1 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2 2

6 6

6 6
1 1
2 4

r h v r r h v r
v r v r

N N

h v rr h v r h v r r r r r

r M Mv r v r r r r r

v r v r r r

− = −

≤ − + + −

≤ − + + −

≤ − + −

            (2.9) 

由(2.9)知，对任意 1 2,r r R< ，有 ( ) ( )1 2 1 2
1
2

v r v r r r− ≤ − 。利用压缩映像原理可知方程(2.8)有唯一的解

[ )( )0,v C ε∈ 。故问题(2.6)有唯一的解 [ )( )2 0,av C ε∈ 。 
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类似地，有 
引理 2.3：对于任意的 0R > ， ,a b 为实数，存在常数 0ε > ，使得 

( )

( ) ( )

1 0, ,

, .

Nv v h v r R
r

v R a v R b

− ′′ ′+ − = ≥

 ′= =

                          (2.10) 

有唯一的解 [ )( )2
, ,a bv C R R ε∈ + 。 

下面研究 [ )0,r∈ +∞ 上的整体解。为了研究局部解和整体解的关系，首先给出延拓的定义。 
定义 2.1：设函数 [ )( )2 0,v C ε∈ 是问题(2.6)的解。若存在函数 [ )( )2

00,v C ε′∈ ，其中 0ε ε> ，使得对

于 [ )0,r ε∈ ，有 ( ) ( )v r v r′ = ，那么称函数 [ )( )2
00,v C ε′∈ 为 v的延拓。 

下面引理的证明可参看文献[5] [6]。 
引理 2.4：设 ( )h v 对变量 v 是局部利普希茨连续的， [ )( )2 0,av C ε∈ 是问题(2.6)的解。则局部解有唯

一的延拓 av′需满足下列条件之一： 
(1) av′是整体解； 
(2) 存在一点 0r ，使得： 

( ) ( )
0 00 0

lim sup , lim supa a
r r r r

v r v r
→ − → −

′ ′= ∞ = ∞  

定理的证明：由引理 2.1，定理 2.2 知方程(1.1)具有局部解。下面证明此局部解可以延拓成为整体解。

令 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

21 11
21 1

1 10

1 1d .
2

p
pt G s G sG s

H t s G t G t
pg G s g G s

λ λ
−− −−

− −
− −

 
 = + = −
 
 

∫  

则存在常数 0C > 使得成立不等式 

( ) , .H t C t R≤ ∀ ∈                                 (2.11) 

此外， 

( )lim
t

H t
→∞

= −∞                               (2.12) 

假设 av 是问题(2.6)的局部解。在 ( )1 0a a a
Nv v h v

r
−′′ ′+ − = 两边同时乘以 av′，并在 [ ]0, R 上进行积分，

可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0 0

2 2

0 0 0

2 2

0

2 2

0

1d d d

1 1d 1 d d
2

1 11 d 0
2
1 11 d 0
2

R R R
a a a a a a

R R R
a a a a

R
a a a a

R
a a a

Nv r v r r v r v r r h v v r r
r

v r r N v r r h v r v r
r

v R N v r r H v H v R
r

v R N v r r H a H v R
r

−′′ ′ ′ ′ ′+ −

′ ′ ′= + − − 
 

′ ′= + − + −

′ ′= + − + − =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

∫

          (2.13) 

定义函数 :E R R+ → ： 

( ) ( ) ( )( )21 .
2 a aE R v R H v R′= −                           (2.14) 
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由 ( )1 0a a a
Nv v h v

r
−′′ ′+ − = 可知 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2

1

1 0

a a a a

a a a a a

a

E R v R v R h v R v R

Nv R v R v R v R v R
R

N v R
R

′ ′′ ′ ′= −

− ′′ ′ ′′ ′ ′= − +  
− ′= − ≤  

 

因此 E 是非增函数。故 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )210 0 0 0 .
2 a a aE R E v H v H v H a′≤ = − = − = −              (2.15) 

由(2.11)，(2.14)和(2.15)可知： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )21
2 a a av R E R H v R H a H v R C H a′ = + ≤ − + ≤ −  

因此 av′是有界的。根据引理 2.4 可知，局部解 av 可以延拓成为整体解。 
根据公式(2.14)和(2.15)可知： 

( ) ( ) ( )( ) ( )21 0
2 a aE R v H v R H a′= − ≤ −  

即 ( )( ) ( )aH v R H a≥ 。如果公式(2.12)成立，由 ( )aH v 的有下界性可以得出 av 的有界性。 
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