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Abstract 

By selecting the “transformation kernel” function, some infinite series identities are given by us-
ing the residual theorem of the complex function. 
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摘  要 

本文选取“变换核”函数，利用复变函数的留数定理给出一些形式各异的无穷级数恒等式。 
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1. 引言 

无穷级数变换有许多文献。著作[1]收录 1000 多级数公式，著作[2]介绍无穷级数求和的各种技术。

文[3] [4] [5]讨论组合数和式问题。文[6] [7] [8]用裂项法给出中心型和非中心型二项式系数倒数级数封闭

型和式问题。无穷级数与数学各个分支紧密联系，也可以说无穷级数与数学各个分支融合在一起。因此

研究无穷级数时常常利用微分，积分，伽马白塔函数，多对数，发生函数，递推关系等各种数学工具和

方法。 
我们选取一些“变换核”函数，证明形式各异的无穷级数恒等式。利用复变函数的留数定理计算函

数在极点的留数，特别是通常多重留数计算公式
( ) ( ) ( )

0

1

01

1 dlim
1 ! d

m
m

mz z
z z f z

m z

−

−→
 − −

失效时，我们选用文[9]  

[10]中 2 重，3 重极点留数公式去计算留数，同时应用“变换核”函数在复平面上的围线积分，得到一些

形式各异的级数恒等。 

2. 主要结果与证明 

命题 1 如果 , 0α β > ，且 2π 4αβ = ，则无穷级数恒等式成立  

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0

0

1
2 1 cosh 2 1 cos 2 1

( 1) cosh 2 1 cos 2 1 π2
82 1 π cosh 2 1 π 2 cosh 4 2 cos 4 2

n

n

n

n

n n n

n n

n n n n

α α

β β

β β

∞

=

∞

=

−

+ + + +  
− + +

+ =
 + + + + + 

∑

∑
          (1) 

证明：选择变换核函数 ( )
( ) ( ) ( )

1
cosh cos cos π 2

f z
z z z zα α

=
+  

，函数 ( )f z 在矩形 NC ， 1N ≥ 上积 

分， NC 表示中心在原点，水平边和垂直边的矩形，当 N →∞ 时，有矩形 NC →∞ 。 ( )f z 有单极点

0, 2 1z z n= = + 和 ( ) ( )2 1 π 1 2z n i i α= + ± 。 

1) 在极点在 0z = ，计算 ( )f z 得留数，易得 [ ] 1;0
2

Res f = ； 

2) 在极点 2 1z n= + ，计算函数 ( )f z 的留数，用洛必达法则 
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3) 在极点 ( ) ( )2 1 π 1 2z n i i α= + + ，计算函数 ( )f z 的留数，用洛必达法则，利用并利用双曲函数展

开式以及与三角函数关系计算，利用关系式 2π 4αβ =  
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4) 在极点 ( ) ( )2 1 π 1 2z n i i α= + − ，计算 ( )f z 的留数 
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根据文[11]留数基本定理如果函数 ( )f z 在 NC 内只有有限个奇点， ( )lim d 0
N

N
C

f z z
→∞

=∫ 。从而有 
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由此得出
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 (1)式成立。 

命题 2 设 ,α β 为复数，且 ( ) 0Re α β+ > ，下面伽马函数级数恒等式成立 
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证明：选取变换核函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
π

1 2 sin π 1
f z

z z z zα β
=

− Γ + Γ − +
， ( )f z 有单极点 1 2z = ，z k= − ，

z k=  
1) 在极点 1 2z = ，算 ( )f z 的留数 
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2) 在极点 z k= − ，计算 ( )f z 的留数 
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3) 在极点 z k= ，计算 ( )f z 的留数 
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设 NC 为中心在原点的矩形，顶点为 ( ) ( ) ( ) ( )1 , 1 , 1 , 1i N i N i N i N− + + − − − 的矩形，它的边长为 2N 的
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矩形当 N →∞时， ( )d 0
NC

f z z =∫ ，即 
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整理得到(2)式。 
命题 3 无穷级数恒等式成立  
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， ( )f z 有单极点 z ni= ± ， z n= ± 和点 0z = 有 3 重

极点。 
1) 展开函数 ( )f z 成幂级数 
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幂级数中 1z− 的系数，即为 ( )f z 的留数 [ ] π;0
3
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2) 在极点 z ni= ± ，计算 ( )f z 的留数，用洛必达法则 
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根据文[9]留数基本定理 如果函数 ( )f z 在扩充复平面内只有有限个奇点，那么 ( )f z 在所有各奇点

(包括∞点)的留数总和必等于零。 ( )lim d 0
N

N
C

f z z
→∞

=∫ 。从而有 
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命题 4 设 , 0α β > ，且 2παβ = ，则无穷级数恒等式成立 
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证明：选择变换核函数 ( ) ( )
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( )f z 展开幂级数 1z− 系数，即 ( )f z 在 0z = 的留数 [ ]
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;0
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2) 在极点 z k= ，计算 ( )f z 的留数 
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3) ( )f z 在 πz i k α= 是 2 重极点，留数公式 ( ) ( )2d
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计算 ( )p z 导数与导数值 ( ) ( )π cot πp z z= ； ( ) ( )2 2π csc πp z z′ = −  
于是有 ( ) ( )π π cotp i k i kα β= − ； ( ) ( )2 2π π cschp i k kα β′ = − ； 
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( ) ( ) ( ) ( )
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从而得到
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命题 5 设 , 0α β > ，且 2παβ = ，则无穷级数恒等式成立 
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2 2

2 2

2 2 4 4 2 2 2 2
2 4

3 2 2

1 2
3 15

2 π π π 1 21
3 45 9 3 15

z
z

zz z
z z

α
α

α α α α
α

  
+ + +  

  
    − +

= + − + + + + +    
    

 

 

 

函数 ( )F z 展开幂级数 1z− 系数，即为 ( )F z 在 0z = 时的留数 

( )
2 24;0 2

15 3 45
Res F z α αβ β 

= − −    
 

 

2) 在极点 z k= ，计算 ( )F z 的留数 

[ ] ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

3

3 3

cos π 2π; lim
sin π tanh

cos π 2π 2
π cos π tanh tanh

z k

z k z aRes F k
z z z

z a a
z z z k k

α

α α

→

−
=

= =
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3) 函数 ( )F z 在 πz i k α= 是 3 重极点，留数公式 ( ) ( )
2

3
2

d
d

z k F z
z

 − 失效，利用[10]公式计算留数。 

设 ( ) ( ) ( )F z p z q z= ，其中 ,p q在 a 点解析， ( ) 0p z ≠ ， q 在点 πz i k α= 有 3 阶极点，则 3 重极点

留数公式为  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

244 5

2 2 3

33 3 3
;

2 10 8

p z q zp z p z q z p z q z
Res F z z

q z q z q z q z

 ′′ ′  = − − +   ′′′ ′′′ ′′′ ′′′          
 

令 ( ) ( )2π cot πp z zα= ， ( ) ( )3tanhq z z zα=  
下面计算 ( )p z 的导数 

( ) ( )2π cot πp z zα= ； ( ) ( )2 22π csc πp z zα′ = − ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 22π 2π csc π cot π 4π csc π cot πp z z z z zα α ′′ = − − =  ； 

( )p z 在 πz k i α= 的函数值与导数值 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2π 2π cot π π 2π cot π 2π cot 2π cothp k i k i ki ki i kα α α α α α β α β= = = = − ； 

( ) ( )2 2π 2π cschp k i kα α β′ = ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2 3 2π 4π csc π cot π 4π csch cothp k i ki ki i k kα α α α α β β′′ = = ； 

下面细心计算 ( )q z 的导数，计算过程有点长，需要细心 

( ) ( )3tanhq z z zα= ； ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2tanh 3 tanh sechq z z z z zα α α α′ = +  ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2

2 4 2 3 2

2 2 2 4

2 3 2

3 tanh sech 3 tanh sech

6 tanh sech 6 tanh sech

6 tanh sech 6 tanh sech

6 tanh sech

q z z z z z

z z z z z z

z z z z z

z z z

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α α

′′ = +

+ −

= +

−

； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 4 2 3 2

2 4 3 6

3 2 4 2 3 2

3 2 4 3 4 2

2 4 2 3 2

3 2

12 tanh sech 12 tanh sech

6 tanh sech 6 sech

24 tanh sech 6 tanh sech

18 tanh sech 12 tanh sec

18 tanh sech 18 tanh sech

42 tanh s

q z z z z z

z z z z

z z z z z

z z z z z h z

z z z z

z z

α α α α α α

α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

α α

′′′ = −

+ +

− −

− +

= −

− ( ) ( )
( ) ( )

4 3 6

3 4 2

ech 6 sech

12 tanh sech

z z z

z z z

α α α

α α α

+

+

； 

计算导数值 ( ) 2π 6 πq k i k iα α′′′ = ； 
通过对 ( )q z′′′ 微分计算得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 3 6 3 2 4

4 4 4 4 2

4 3 4 4 5 2

24 sech 168 tanh sech

120 tanh sech 48 tanh sech

216 tanh sech 24 tanh sech

q z z z z

z z z z z z

z z z z z z

α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

= −

− +

+ −

 

计算得 ( ) ( )4 3π 24q k i α α= ； 
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对 ( ) ( )4q z 微分计算得到 ( ) ( )5q z ，我们在 ( ) ( )4q z 表达式中仅微分 ( ) ( )4tanh sechz zα α 得到 ( )6sech zα ，

将 πk i α 代入此项得到导数值。其他项因含有 ( )tanh z 项，导数值为 0。 
在 ( ) ( )4q z 中只有 ( ) ( )4 4120 tanh sechz z zα α α− 微分后为 ( )5 6120 sechz zα α− ； 
所以− ( ) ( )5 4π 120 πq k i k iα α= − ； 
将 ( )πp k i α ； ( )πp k i α′ ； ( )πp k i α′′ 和 ( )πq k i α′′′ ； ( ) ( )4 πq k i α ； ( ) ( )5 πq k i α ； 
代入 3 重极点留数公式 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2

3

3 2 2 3

2 2; π csch coth csch

2 2coth coth

2 cosh 2 2 2coth coth
sinh sinh

Res F z k i k k k
k k

k k
k k

k
k k

kk k k k k

βα β β β

α αβ β
β

β β α αβ β
β β β

= +  

− +

= + − +

 

根据文[9]留数基本定理如果函数 ( )f z 在 NC 内只有有限个奇点， ( )lim d 0
N

N
C

f z z
→∞

=∫ 。从而有 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )

2 2

3 3

2 2 3

2 cosh4 20 2
15 3 45 tanh sinh

2 2 2coth coth
sinh

k k

ka
k k k k

k k
kk k k

β βα αβ β
α β

α αβ β
β β

∞ ∞

=−∞ =−∞

 
= − − + + 

 

+ − +

∑ ∑
 

整理得 ( )
( )
( ) ( ) ( )3 3 2 2 3

1 1

2 2

cosh 1 coth
tanh sinh sinh

2
15 6 90

n n

ka k
kk k k k k k k

β β α α β
α β β β

α αβ β

∞ ∞

= =

 
+ + + − + 

 

= − + +

∑ ∑
 (5)式得证。 
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说明 

多重极点公式
( ) ( ) ( )

0

1

01
1 dlim

1 ! d

m
m

mz z
z z f z

m z

−

−→
 − −

只是在能约去公因子后再求导数。 

例如 ( )
( )

( )2
1f z p z

z a
=

−
，留数 [ ] ( ) ( ) ( ) ( )21 d d; lim lim

2 1 ! d dz a z a
Res f a z a p z p z

z z→ →
 = − =    −

。 

如果不能约去公因子，这个公式不能用。因此我们找到书[10]和[11]公式解决了命题 4，5 计算留数

问题。 
当然如果 0z = 的多重极点的留数，我们将函数展开成幂级数，找到 1z− 的系数，即为 [ ];0Res f 。 
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