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Abstract 
The sufficient conditions are obtained that the ( )f x  is a periodic function with period 2T, 3T or 

4T for the functional equation ( ) ( ) ( ) ( )f x T f x af x T bf x c+ = + + + . The results generalize the 
existing conclusions. 
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摘  要 

本文针对函数方程 ( ) ( ) ( ) ( )f x T f x af x T bf x c+ = + + + 分别获得 ( )f x 是周期为2T、3T、4T函数的充

分条件，推广了已有结论。 
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1. 引言 

对于函数方程的解，我们经常要讨论它的周期性，并确定它的周期[1] [2] [3] [4] [5]。文献[1]中讨论

了 8 种特殊形式的函数方程并给出了它们的周期。本文将该文相关结果推广到如下一般形式的函数方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) .f x T f x af x T bf x c+ = + + +                          (1) 

显然，当 ( )2 4 0a b c+ + ≥ 时，方程(1)存在平凡周期解： 

( ) ( )2 4
2 2

a b ca bf x
+ ++

= ±  

不难验证，当 0ab c+ = 时，方程(1)有常数解 ( )f x a= 或 ( )f x b= ，这是平凡周期解。那么对于 ( )f x
不为常数的情形，方程(1)是否存在周期解？如果存在周期解，它的周期是多少?这是本文要解决的问题。 

2. 主要定理 

对于方程(1)是否存在非常数周期解的问题，我们有如下结论： 
定理 设 f(x)不为常数， 
(i) 如果 2,a b c a= ≠ − ，那么 ( )f x 是周期为 2T 的函数。 
(ii) 如果 2, 0,a b b c a≠ = = − ，那么 ( )f x 是周期为 3T 的函数。 
(iii) 如果 2 2, 2 0a b a b c≠ + + = ，那么 ( )f x 是周期为 4T 的函数。 
证明：由于 ( )f x 不为常数，则由(1)式可得： 

( ) ( )
( )

.
bf x c

f x T
f x a

+
+ =

−
                              (2) 

于是有 ( ) ( )
( )

2
bf x T c

f x T
f x T a

+ +
+ =

+ −
。将(2)式代入并整理得： 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

22 .
b c f x c b a

f x T
b a f x c a

+ + −
+ =

− + +
                    (3) 

(i) 如果 a b= ，则由(3)式可得 ( ) ( )2f x T f x+ = ，即 ( )f x 是周期为 2T 的函数。 
(ii) 由(2)式得 

( ) ( )
( )

2
3 ,

2
bf x T c

f x T
f x T a

+ +
+ =

+ −
 

将(3)式代入上式并整理得 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2 2

2 2 3

2
3 .

2

b bc ac f x c a b ab c
f x T

a b ab c f x a ac bc

+ − + + − +
+ =

+ − + − + −
                  (4) 

如果 2, 0,a b b c a≠ = = − ，那么有 ( ) ( )3f x T f x+ = ，即 ( )f x 是周期为 3T 的函数。 
(iii) 由(3)式得 
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( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2

2
4 .

2

b c f x T c b a
f x T

b a f x T c a

+ + + −
+ =

− + + +
 

再将(3)式代入上式并整理得 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 22 2 2

2 22 2 2

2
4 .

2

b c c b a f x c b a a b c
f x T

b a a b c f x a c c b a

 + + − + − + +  + =
− + + + + + −

 

当 2 2, 2 0a b a b c≠ + + = 时，有 ( ) ( )2 2 2 2 2 0a b a b c− + + = ，于是得 
4 2 4 22 2a a c b b c+ = +  

从而 ( ) ( )2 22 2a c b c+ = + ，故有 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2 22

2 22
4 .

b c c b a f x
f x T f x

a c c b a

 + + −  + = =
+ + −

 

所以 ( )f x 是周期为 4T 的函数。 

3. 几个实例 

下面举例说明上述定理的应用。 
例1. 若函数 ( ) ( )f x x R∈ 满足 ( ) ( )f x T f x S c+ + = ，其中 , 0T S c> ≠ ，则 ( ) ( )f x x R∈ 是周期为

( )2 T S− 的函数(文献[3]定理3)。 
证明：令 y x S= + ，则有 ( ) ( )f y T S f y c+ − = ，对应方程(1)中， 0a b= = ， 2 0c a≠ = ，故由定理

中(i)知， ( )f x 是周期为 ( )2 T S− 的函数。 
注：文献[1]中第7点结论是本例在 1c = 时的特殊情形，文献[2]中定理1的两个方程是本例在 1c = ± 时

的情形。 

例2. 若函数 ( ) ( )f x x R∈ 满足 ( ) ( )
2af x T

a f x
+ =

−
，则 ( ) ( )f x x R∈ 是以3T为周期的函数。 

证明：由条件可得 

( ) ( ) ( ) 2f x T f x af x T a+ = + − ， 
因此在方程(1)中， 20,b c a= = − ，由定理中(ii)知道， ( ) ( )f x x R∈ 是以3T为周期的函数。 
注：若a = 1，则得到文献[1]中第8点结论。 

例3. 若函数 ( ) ( )f x x R∈ 满足 ( ) ( )
( )

mf x c
f x T

f x m
+

+ =
−

，则 ( ) ( )f x x R∈ 是以2T为周期的函数。 

证明：由条件可得 

( ) ( ) ( ) ( )f x T f x mf x T mf x c+ = + + +  

因此在方程(1)中 a b m= = ，由定理1中(i)知道， ( ) ( )f x x R∈ 是以2T为周期的函数。 
注：若 1m = − ， 1c = ，则得到文献[1]中第9点结论及文献[2]定理2的推论；若 1m = ， 1c = ，则得到

文献[1]中第11点结论及文献[2]中的定理2。 

例4. 若函数 ( ) ( )f x x R∈ 满足 ( ) ( )
( )

2m mf x
f x T

m f x
+

+ =
−

，则 ( ) ( )f x x R∈ 是以4T为周期的函数。 
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证明：由条件可得 

( ) ( ) ( ) ( ) 2f x T f x mf x T mf x m+ = + − − ， 
因此在方程 (1)中 2, ,a m b m c m= = − = − ，显然 2 2, 2 0a b a b c≠ + + = ，故由定理 1中 (iii)知道，

( ) ( )f x x R∈ 是以4T 为周期的函数。 
注：如果 1m = ，就得到文献[1]中第 10 点结论及文献[2]中定理 3 的推论；如果 1m = − ，就得到文献

[2]中定理 3 的结论。 

4. 结论 

我们的研究表明，抽象函数方程(1)除了在系数满足条件 ( )2 4 0a b c+ + ≥ 或 0ab c+ = 时存在常数形式

的平凡周期解外，还可能在不同条件下分别存在周期为 2T、3T 和 4T 的非常数的周期解。 
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