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Abstract 
In this paper, by using the elementary method of permutation group theory, we give a simple cha-
racterization of the full automorphism groups of regular polyhedrons. 
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摘  要 

本文我们利用置换群理论的初等方法给出正多面体全自同构群的一个简单刻画。 
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1. 引言 

正多面体(regular polyhedron)，是指各个面都是全等的正多边形，并且每个二面角都相等的正多边形，

早在欧几里得的《几何原本》中就已给出凸正多面体的全体分类，这类正多面体又称柏拉图多面体。之

后科学家们又相继提出阿基米德多面体、开普勒多面体以及戈德堡多面体，其中星形多面体又属开普勒

多面体。这些多面体的发现，对自然科学特别是几何学和组合数学的发展起到一定的推进作用。 
目前已经知道正多面体共 9 种，其中凸正多面体有 5 种(如图 1)：正四面体、正六面体、正八面体、

正十二面体以及正二十面体；星形多面体有 4 种(如图 2)：小星形十二面体、大星形十二面体、大十二面

体以及大二十面体。 
正多面体每个面都是全等的正多边形，具有高度对称性，在对这些正多边形的学习研究过程中可以

发现，通过对这类正多面体作对称变换(旋转、反射)之后，依旧可以得到原先的正多面体，则称这类不改

变几何体性质的变换为正多面体的自同构变换。正多面体的全体自同构变换在变换合成下显然成为一个

群，这个群被称为这个正多面体的全体自同构群[1]。确定具有高对称性的几何体或者组合体的全体自同

构群历来是代数和组合数学中的核心问题。 
近年来，也有一些学者对多面体的相关性质作进一步刻画，McMullen在文献[2]中将三维正多面体推

广到四维正多面体。Cunningham在文献[3]中根据自同构群完全分类出紧正则多面体。Itoh在文献[4]中通

过识别等距凸多边形的边缘获得二维多面指标复合物，并专注于测地线度量空间的几何方面，最终确定

它们的表面都是由柏拉图多面体组成：p-十二面体，p-二十面体，一个 m覆盖正则 n 边形(其中 2m ≥ )或
一个完整的三角形。 

有关三维空间中物体刚性变换(平移、旋转)所成运动群的研究，张远达[5]做了充分的描述，三维空

间中稳定一点的刚性变换是旋转变换，而这样的旋转变换共有五类：它们分别是循环群 nZ ，二面体群 2nD ，

正四面体群 4A ，正六面体(正八面体)群 4S 以及正十二面体(正二十面体)群 5A 。 
 

 
Figure 1. The convex polyhedras 
图1. 凸正多面体 

 

 
Figure 2. The Kepler-Poinsot polyhedra 
图2. 星形正多面体 
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本文采用置换群理论的初等方法对上述 9 个正多面体的自同构群进行刻画，再次得到他们的全自同

构群为：正四面体： 4S ；正六面体： 4 2S Z× ；正八面体： 4 2S Z× ；正十二面体： 5 2A Z× ；正二十面体：

5 2A Z× 。星形多面体的自同构群皆为 5 2A Z× 。 

2. 预备知识 

本节我们首先给出相关的一些基础知识和初等结果。下面首先给出正多面体对称变换的定义： 
对称变换：在不改变图形形状和大小的前提下，经旋转或反射得到与自身重叠的几何体的变换，称

为对称变换。 
为便于讨论，称正多面体中有公共边的两个面互为相邻面，有公共顶点且在同一面上的两条边互为

邻边,在同一条边的两个顶点互为相邻顶点，距离最远的对角线称为正多面体的主对角线。 
定义：设非空集合 { }1 2, , , mA A AΩ =  ，对于群G ，定义同态ϕ 使得 ( ) ( )G Symϕ ≤ Ω ，此时称群G 是

Ω 上的作用。一般地，为便于描述，下文均默认 ( )G Sym≤ Ω 。对于 A∈Ω，称 

{ }|G gA A g G= ∀ ∈  

为 A 在G 作用下产生的轨道，如果 GA = Ω，则称Ω 在G 的作用下传递。称 

{ }| g
AG g G A A= ∈ =  

为点 A 的稳定子群。 
显然G 与稳定子群的关系有： 

AG G= ⋅ Ω  

为便于讨论，称正多面体中有公共边的两个面互为相邻面，有公共顶点且在同一面上的两条边互为

邻边，在同一条边的两个顶点互为相邻顶点，距离最远的对角线称为正多面体的主对角线。 
由于正多面体的自同构群是保持自身不动的对称变换的全体,由定义知满足如下性质： 
性质一 正多面体的任意两个相邻面对称变换前后依旧是相邻面。 
性质二 正多面体(或正多边形)的任一组邻边对称变换前后依旧是邻边。 
性质三 正多面体(或正多边形)相邻的顶点在对称变换前后依旧相邻。 
性质四 正多面体的主对角线在对称变换前后依旧是主对角线。 
根据上述性质,给出如下几个基本引理： 
引理 1. 固定正多边形的两个相邻顶点, 这样的对称变换是唯一的。 
证明：对正多边形的顶点依次进行编号， 1 2, , , mA A A ，其中 iA 与 1iA+ 相邻， mA 与 1A 相邻

( )1, 2, , 1i m= − 。 
假设对称变换σ 固定前 k 个顶点 1, , kA A ，则 kA 的相邻顶点分别为 1kA − ， 1kA + 。 
由性质三，有{ } { }1 1 1 1, ,k k k kA A A Aσ

− + − += ， 
由 1 1k kA Aσ

− −= 知 1 1k kA Aσ
+ += ， 

由归纳假设，这样的对称变换固定正多边形上的每一点。 
引理 2. 固定正多面体的一个面及其上每个顶点，则这样的对称变换固定正多面体上的每个顶点。 
证明：令对称变换σ 固定面π 及其上的两相邻顶点。 
由引理 1 知，σ 固定π 上的每个点。 
用归纳法设σ 固定 0π 上的每个点。 
令 0π 的所有相邻平面 ( ) ( )

1 , ,i i
mπ π ，与这平面相交的边 ( ) ( )

1 , ,i i
ml l 。 
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令 ( )i
jl 的两个顶点 ( )i

jA ， ( )i
jB ，由 ( ) ( )

0,i i
j jA B π∈ ，知σ 固定 ( )i

jA ， ( )i
jB 。 

又由性质一知 ( )i
jπ 在对称变换后的像 ( ) ( )i i

j j
σπ π= 。 

由引理 1， ( )i
jπ 上的所有点也被唯一确定。由归纳假设，这样的对称变换固定正多面体上每一点。 

定理 1. 正多面体自同构群的阶是边数的四倍。 
证明： 令正多面体有 e 条边， k 个顶点。 

每一顶点的邻边(或相邻顶点)数：
2an
b

= 。 

顶点所成集 ( ) { }1
1 2, , , kA A AΩ =  。 

G 为正多面体的自同构群，显知G 作用在 ( )1Ω 上都传递。 
令G 作用在 ( )1Ω 上关于 1A 的稳定子群为 1G 。 

( )1Ω 上与点 1A 相邻的顶点顺时针依次是 ( ) ( )
1 , ,i i

nA A 。 
其中 ( )i

jA 与 ( )
1

i
jA + 共面， ( )i

nA 与 ( )
1

iA 共面( 1, 2, , 1i n= − )。 

令 ( ) ( ) ( ){ }2
1 , ,i i

nA AΩ =  ， 1G 在 ( )2Ω 上传递，且关于 ( )
1

iA 的稳定子群 12G 固定顶点 1A ， ( )
1

iA 。 

由性质二知 ( ) ( ) ( ){ }12
2 2 ,i i iG

nA A A= ，而由引理 2 知群 12G 关于顶点 ( )
2
iA 的稳定子群 123G 固定正多面体上的

每一点，于是有： 
( )

( ) ( )

( ) ( )

1
1

2 1
12

2 1
1232

2 4 .

G G

G

G

kn e

= ⋅ Ω

= ⋅ Ω ⋅ Ω

= ⋅ Ω ⋅ Ω

= =

 

证毕。 
可以注意到，正六面体与正八面体互为对偶图形，正十二面体与正二十面体互为对偶图形。事实上，

如图 3，以正六面体各个面中心为顶点，相邻面中心连线为边，可得到正八面体；同样地，以正八面体

各个面中心为顶点，相邻面中心连线为边，可得到正六面体。故正六面体的自同构群与正八面体的自同

构群等价。同理，依同样的方法可得图 4，知正十二面体的自同构群与正二十面体的自同构群等价[6]。 
 

 
Figure 3. The regular hexahedron and the regular octahedron are dual 
图3. 正六面体与正八面体互为对偶 

 

 
Figure 4. The regular dodecahedron and the regular icosahedron are dual 
图4. 正十二面体与正二十面体互为对偶 
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于是有： 
定理 2 正六面体的自同构群与正八面体的自同构群等价，正十二面体的自同构群与正二十面体的自

同构群等价。 

3. 定理的证明 

下求正四面体、正六面体、正十二面体的自同构群。 

3.1. 正四面体 

如图 5，令正四面体的四个顶点分别是 1，2，3，4，自同构群 1G 。 
由定理 1 有 1 24G = 。 
显知 ( ) ( ) ( ) 112 , 13 , 14 G∈ ， ( ) ( ) ( )4 112 , 13 , 14S G= ≤ 。 
又 4 124S G= = ，有 1 4G S= 。 

3.2. 正六面体 

如图 6，令正六面体的顶点集 { }1, 2,3, 4,5,6,7,8Ω = ，自同构群 2G 。 
由性质四知 { }1 1,8∆ = ， { }2 2,7∆ = ， { }3 3,6∆ = ， { }4 4,5∆ = 是 2G 作用下的块。 
令 { }1 2 3 4, , ,Γ = ∆ ∆ ∆ ∆ ， 

( ) ( )1 217 28 Gα = ∈ ， ( ) ( )2 216 38 Gα = ∈ ， 

( ) ( )3 214 58 Gα = ∈ ， 1 2 3, ,H α α α= ， 

显知 { }1 1, 4,6,7H = ， H 在Ω 上不传递，故 2H G< 。 

2G 在Γ上的置换表示ϕ ，有 ( )2 4G Sϕ ≤ ， 
 

 
Figure 5. Regular tetrahedron 
图5. 正四面体 

 

 
Figure 6. Regular hexahedron 
图6. 正六面体 
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又 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , 12 , 13 , 14H Sϕ ϕ α ϕ α ϕ α= = = ， 224 48H G≤ < = 。 
有 4H S= ， 
而 2 4: 2G S = ，有 4 2S G 。 
显知 ( ) ( ) ( ) ( )4 218 27 36 45 Gα = ∈ ， { }41 1,8 1Hα = ⊄ ，故 4 Hα ∉ ，于是有 4 1H α = 。 
而 4 2Gα  是显然的，并且 4G H α= 。 
于是有 4 4 2G H S Zα= × = × 。 

3.3. 正十二面体 

如图 7，对正十二面体顶点标记，令其自同构群 3G ，规定其上面的旋转变换 1β ，反射变换 2β ， 3β ,
使它们在正多面体上的作用： 

1β ：上、下顶点中心为轴旋转 72˚， 2β ：以 3A ， 4A ， 18A ， 19A 所在平面为中心作反射， 3β ：以 7A ，

10A ， 12A ， 15A 所在平面作反射，其相应的置换表示如下： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20A A A A A A A A A A A A A A A A A A A Aβ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 11 2 8 5 9 6 16 7 15 10 12 13 17 14 20A A A A A A A A A A A A A A A Aβ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 6 2 14 3 19 4 18 5 13 8 20 9 17 11 16A A A A A A A A A A A A A A A Aβ =  

若给正十二面体的各顶点标记如下： 

( )1 1, 2A ， ( )2 3, 4A ， ( )3 5,1A ， ( )4 2,3A ， ( )5 4,5A ， ( )6 3,5A ， ( )7 5, 2A ， ( )8 2, 4A ， ( )9 4,1A ，

( )10 1,3A ， ( )11 5,3A ， ( )12 2,5A ， ( )13 4, 2A ， ( )14 1, 4A ， ( )15 3,1A ， ( )16 2,1A ， ( )17 4,3A ， ( )18 1,5A ，

( )19 3, 2A ， ( )20 5, 4A 。 
在上述标记中，令 1β ， 2β ， 3β 为 1β ， 2β ， 3β 对应坐标上的作用，则有： 

( )1 13524β = ， ( ) ( )2 15 23β = ， ( ) ( )3 13 25β = ， 

又 1 2 3 5, , Aβ β β ∈ ，有： 

1 2 3 1 2 3 5, , , , Aβ β β β β β≅ ≤ ， 

 

 
Figure 7. The planar gragh of regular dodecahedron 
图7. 正十二面体平面图 
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由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2145 , 123 , 345 , 125 , 234 13524 , 15 23 ,β β∈ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 3124 , 134 , 135 , 235 , 245 13524 , 13 25 ,β β∈ =  

又 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 123 , 124 , 125 , 134 , 135 , 145 , 234 , 235 , 245 , 345A =  
则 5 1 2 3, ,A β β β≤ ，于是有 1 2 3 5, , Aβ β β =  
由 3 5 5 3: 2G A A G= ⇒  。 
令 4β 为正多面体关于重心的中心对称 
显知 2 4 3Z Gβ≅  ， 
又 5A 是单群知 4 5Aβ ≤/  
则 4 5 1Aβ = 。 
又 3 120G = ， 5 60A = ， 4 2β =  
有 3 5 2G A Z= ⋅  
则 3 5 2G A Z= ⋅ ，此时 3 5 2G A Z= × 。 
于是有正四面体的自同构群 1 4G S= ，正六面体的自同构群 2 4 2G S Z= × ，正十二面体的自同构群

3 5 2G A Z= × ，由对偶性，正八面体的自同构群为 2G ，正二十面体的自同构群为 3G 。 
现讨论星形正多边体： 
由小星形十二面体的构造，知其可视为在正十二面体的每个面上衔接一个正五棱锥，故可构建小星

形十二面体每一顶点与正十二面体相应面的一一对应，则此时具有相同的自同构群 3 5 2G A Z= × 。 
由大星形十二面体的构造，知其可视为在正二十面体的每个面上衔接一个三棱锥，故可构建大星形

十二面体每一顶点与正二十面体相应面的一一对应，此时具有相同的自同构群 3 5 2G A Z= × 。 
大十二面体与大二十面体顶点位置与正十二面体顶点位置一致，由于大十二面体的邻边当且仅当是

正十二面体的邻边，故其自同构群同构，大二十面体的邻边顶点在正交变换下不变，故可构建与正十二

面体相邻顶点的一一对应，因而自同构群依旧同构。 
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