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Abstract 
In the plane geometry, as we all know, the light through a focus of the ellipse is reflected by ellipse 
to focus on another; similarly the light through the hyperbola one focus, after reflection, reversely 
focuses on another; and for the parabola it is true that the light from focus is reflected into parallel 
light. This paper proved that the nonsingular conic curves on the hyperbolic plane have corres-
ponding focus properties; moreover, there are some curves having focusing properties, which are 
not conic curves. 
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摘  要 

众所周知，在平面几何中，从椭圆一个焦点出发的光线被椭圆反射后汇聚于它的另一个焦点；从双曲线

的一个焦点出发的光线被双曲线反射后虚汇聚于它的另一个焦点；而对于抛物线来说，从焦点出发的光

线被抛物线反射成为平行光。本文证明了双曲平面上的非蜕化圆锥截线也有相应的聚焦性；而且，存在

一些非圆锥截线的曲线，它们也有聚焦性。 
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1. 引言 

对于平面几何里圆锥截线及其聚焦性(聚光性)的观察和研究是经典几何学的重要内容，在很多数学领

域乃至物理学上都有重要的应用，一个自然的问题是，在更广泛的内蕴几何空间中，比如常曲率为−1 的

双曲平面上，有哪些曲线也像平面几何里的圆锥截线一样具有聚焦的性质呢？ 
在双曲空间中，圆锥截线的几何分类[1]是知道的，那么一个直接的问题是，双曲平面上的圆锥截线

是否也有相应的聚焦性呢？ 
为此，本文从聚焦性出发，通过利用双曲平面的 Beltrami-Klein 坐标系建立并求解聚焦曲线的微分方

程，用统一的方法解决了这一问题，证明了双曲平面上非蜕化的圆锥截线也有相应的聚焦性。 
并且，有趣的是，由此还发现了一些非圆锥截线的聚焦曲线。 

2. 双曲平面的 Beltrami-Klein 坐标系和点的几何不变性 

在区域 ( ){ }1 | 1n n n i j
ijB u u R u u δ= ∈ <

之中定义 Cayley-Klein-Hilbert 度量形式为 

( )

2
2

2 22 1

d d 1d d d d
1 1

i j n
iji j k k

ij
k

u u
s g u u u u

r r

δ

=

 
= = +  −  −

∑  

其中 

[ )0,1i j
ijr u u δ= ∈  

定理 2.1 上述定义的 ( )2d,nB s 是双曲空间 ( )1nH − 。 
上述定理描述的坐标系便称为带有该度量的双曲空间的一个 Beltrami-Klein 坐标系[2]。 
定理 2.2 在双曲空间 ( )1nH − 上的 Beltrami-Klein 坐标系下，双曲空间测地线方程的形态一一对应于

欧氏空间中笛卡尔坐标系下落在单位球内部的欧氏直线段的方程的形态[2]。 
在双曲平面上，Beltrami-Klein 坐标系度量矩阵为 

( ) ( )

( ) ( )

2

2 22 2 2 2

2

2 22 2 2 2

1

1 1

1

1 1

y xy

x y x y
G

xy x

x y x y

 −
 

− − − − 
 =

− 
 
 − − − − 

 

若无特别说明，本文中所说的双曲平面都是指 Beltrami-Klein 坐标系下的 Klein 圆盘。 

3. 圆锥截线的聚焦性 

谈及聚焦性(聚光性)，必然逃脱不了焦点的几何位置。 
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定义 1 双曲平面 Beltrami-Klein 坐标系在欧氏形态下，其“无穷远不可达边界”即欧氏单位圆将平面

分为两个联通的区域，分别称单位圆内的、单位圆上的以及单位圆外的点为双曲平面的有穷远点、无穷

远点、超无穷远点。 
显见，上述有穷远点、无穷远点、超无穷远点的属性在双曲平面的等距变换下是不变的。 
注意，无穷远点、超无穷远点都不是真实的双曲平面上的点。 

3.1. 椭圆和双曲线的聚焦性 

不是直接去考虑椭圆和双曲线，相反，本文首先考虑拥有类似欧氏椭圆与欧氏双曲线那样聚光性质

的曲线，想办法求出其在 Beltrami-Klein 坐标系下的方程。如果求出了这样的曲线的方程，那么，只需检

查椭圆和双曲线是否包含在这种曲线之中；如果包含在内，便完成了椭圆和双曲线聚光性质的证明。反

之，则否定了椭圆和双曲线聚光性质的存在。 
不失一般性，在双曲平面的 Beltrami-Klein 坐标系下，取坐标是𝑥𝑥轴上欧氏形态对称于坐标原点 o 的

两点 ( ),0c 、 ( ),0c− ，考虑从 ( ),0c 点出发的光线(测地线)，经过反射后，反射光线所在的测地线经过另

一点 ( ),0c− 的曲线的微分方程，简单的几何分析注意到，这样的曲线有两族，且在反射点处相互垂直。

它们的共同几何特征是入射角等于反射角。 
定义 2 称上述两点为该反射曲线的焦点。 
设曲线的方程为 

( ) ( )( ),x t y t  

则在反射点 ( ),x y 处，曲线的切向量在自然基底下的分量为 ( )d ,dx y ，利用定理 2.2，入射光线在反射

点处具有切向 ( ),x c y− ，反射光线在反射点处具有切向 ( ),x c y+ 。由入射角等于反射角，得到两条曲线

的统一方程 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

d ,d d ,d

d ,d , d ,d ,

x c x c
x y G x y G

y y
x y x c y x y x c y

− +   
   
   =
− +

                        (3.1.1) 

两边平方整理得 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

2 22 2

2 22 2 2 2

d 1 d d 1 d

1 1

x c cy x y cx y x c cy x y cx y

x c c y x c c y

− + + − + − + +
=

− + − + + −
 

注意到利用关于 c的对称性，令 

( ) ( )22
11a c x c cy= − +  

( ) ( )( )2
12 1a c y cx x c cy= − − +  

( ) ( )22
22 1a c y cx= −  

( ) ( ) ( )2 2 21g c x c c y= + + −  

则方程化成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
22 22

2
12 12 11 11

d

2 d d d 0

a c g c a c g c y

a c g c a c g c x y a c g c a c g c x

− − −  

+ − − − + − − − =      
 



何海，王幼宁 
 

 
337 

计算得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
22 22 4 1 1a c g c a c g c cxy c x y− − − = − − −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
12 12 2 1 1a c g c a c g c cy c y x c x y − − − = − − + + −   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
11 11 4 1a c g c a c g c cxy x y− − − = + −  

于是方程化为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 21 d 1 d d d 0, 0c xy y c y x c x y xy x c − + − − + + = >                (3.1.2) 

引理 1 方程(3.1.2)在双曲平面上定义了一个正交标架场。 
证明：考虑方程的判别式，当 ( ]0,1c∈ 时，在欧氏单位圆内，有 

( )( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 21 4 0c y x c x c c x∆ = − + + − ≥ − ≥  

当 1c > 时，方程在欧氏单位圆盘的某一区域上有定义，这个区域是使得下述不等式组成立的欧氏单

位圆盘内的区域 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 22 2 2 2

2 2

1 1 0

1

c y x c c y x c

x y

∆ = − + − − + + >

 + <

 

而由简单的欧氏平面几何知识可知 

( ) ( )22 21 0c y x c− + − ≥  

所表示的区域是两条欧氏直线 

2 1 0x c y c− ± − =  

之间包含 x 轴的部分。而这两条欧氏直线恰好是相交于 x 轴上的欧氏单位圆的两条切线。 
同理讨论可得 

( ) ( )22 21 0c y x c− + + ≥  

这便说明了对于任意 1c > ，在 2 2 1x y+ < 的条件下 0∆ > 恒成立。即不等式组在整个欧氏单位圆盘上

是成立的。证毕。 
推论 1 当 2 2 1x y+ ≤ 时，不等式 

( ) ( )22 21 0c y x c− + − ≥  

关于 c恒成立。 
接下来，对微分方程进行求解。 
首先观察，当 2 1c = ，则微分方程具有简单的形式 

( ) ( )221 d d d 0x x y xy x− + =  

此时方程的两个解为 
2

2
2

0 0

1

,

y x

x x x
λ


+ =


 = 为常数
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其中第一个解恰好是到𝑥𝑥轴的等距线[1]的方程。于是有 
定理 3.1 双曲平面的 Beltrami-Klein 坐标系下，其上的等距线族和测地线族 

2
2

2

0 0

1

,

y x

x x x
λ


+ =


 = 为常数

 

相互正交，二者共用一对对称无穷远点为焦点 ( )1,0± 。等距线实聚焦，测地线虚聚焦。 
接下来，考察当 2 1c ≠ 时的情形。 
若 d 0x = ，方程的解为 0x = 。若 d 0y = ，方程的解为 0y = 。 
若 d 0, d 0x y≠ ≠ ，根据引理 1，由常微分方程理论知，方程(3.1.2)的两个解总是存在的，注意到微分

方程的齐次性，假设其积分曲线方程形如 
2 2

2 2 1, 1x y
a b

ε
ε

+ = = ±
−

                               (3.1.3) 

则 
2 2d da y y b x xε=                                   (3.1.4) 

联立(3.1.2)、(3.1.3)和(3.1.4)有 

( )2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

11 1

1 1

b c

c c a a
c b

c c a b

ε

ε ε

 −
 − =


− − = −

 

简单的计算知上式是可以求出确定解的，且有 
2 2

2
2

2 2
2

2

, 1
1

, 1
1

a bc
b

a bc
b

ε

ε

 +
= = +


− = = − −

 

由此便知微分方程的解为 
2 2

2 2
1 1
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2
2 1 1 2 2

2 2
1 2

1

1

1 1

x y
a b

x y
a b

a b a bc
b b


+ =


 − =

 − + = =

− +

                              (3.1.5) 

考虑椭圆[3] [4]和双曲线[5]，比较其方程系数与焦点的关系式，与上式相符，知二者为微分方程(3.1.2)
的解，这便证明了椭圆和双曲线具有聚焦性。 

定理 3.2 双曲平面上的椭圆和双曲线具有焦点聚光性。 
从以上的证明中，还可以得到下面一个推论 
推论 2 双曲平面上，同焦点的椭圆和双曲线相互正交。 
其实，从椭圆和双曲线分别具有聚光性，那么当二者同焦点时，自然就可推出它们是彼此正交的。

这个性质不因为高斯曲率而发生变化；当然在欧氏平面上，同焦点的椭圆和双曲线也彼此正交。不过，
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假如在未证明椭圆和双曲线的聚光性的条件下，直接验证的办法也可以证明这一点，在此略去。 
特别需要说明的是，本文所获方程(3.1.2)的解(3.1.5)的系数特征关系式中，参数 c的取值只要求 2 1c ≠ 。

也就是说，本文不仅证明了椭圆和双曲线的聚焦性，还找到了别种聚焦的曲线。 
简单的计算表明，下述方程组 

2 2
2 2
1 12 2

1 1
2 2

2 2
2 22 2

2 2
2 2 2 2

2 1 1 2 2
2 2

1 2

1, 1

1, 1

1
1 1

x y a b
a b

x y a b
a b

a b a bc
b b


+ = > >


 + = < <

 − − = = >

− −

 

所表示两族曲线也是彼此正交的，它们的两个焦点都是超无穷远点，并且直接分析知道，每一族曲

线都有两条对称轴欧氏形态超无穷远延伸上的焦点。 

3.2. 测地圆和极限圆的一点聚焦性 

从测地圆的定义出发，直接便得到测地圆的聚光性性质。 
定理 3.3 [高斯引理]测地圆垂直于测地半径。 
对于 Beltrami-Klein 坐标系下的双曲平面来说，有意思的是，垂直于某一条未定曲线的测地线族欧氏

形态若相交于一点，那么这条未定曲线的方程也是可以确定的。 
定义 3 称上述测地线族欧氏形态的交点为这条未定曲线的焦点。 
不失一般性，考虑从点 ( ),0c  (注意没有限定在欧氏单位圆内)出发的光线，设与之垂直的曲线方程为 

( ) ( )( ),x t y t  

切向在自然基底下的分量为 ( )d ,dx y ，则由与从 ( ),0c 点出发的测地线的正交性，其满足的微分方程

为 

( )
2

2

d1
, 0

d1
xy xy

x c y
yxy x

 −  
− =  −   

                          (3.2.1) 

展开有 

22 d 2 2 d
1 1

c c xy y y x
cx cx

− = − + − − 
                          (3.2.2) 

注意到 d ,dx y 都不可能为 0，有 

2d2 2 2
d 1 1
y c c xy y
x cx cx

−
= − +

− −
 

2 2d 2 2
d 1 1

c c xy y
x cx cx

−
⇔ + =

− −
 

解得 

( ) ( )
2

22
2 2

2 11 1 , 0cy cx cx c
c c

λ
−

= − + + − ≠                        (3.2.3) 

另外，当 0c = 时，方程(3.2.2)变为 
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d dx x y y− =  

积分得 
2 2x y λ+ =                                    (3.2.4) 

这正好是双曲平面上 Beltrami-Klein 坐标系下测地圆的标准方程。 
利用等距变换，容易看出，当 ( )0,1c∈ 或者 ( )1,0c∈ − 时，微分方程的解表示的曲线是双曲平面的测

地圆。 
令 1c = ，则由(3.2.3)式有 

( ) ( )22 2 1 1y x xλ= − + −  

将其整理成下面形式 
2

2

2

11
11 1

x
yλ

λλ

  − +     − =                               (3.2.5) 

它所表示的曲线要落在欧氏单位圆盘上，要求曲线与 x 轴的一个交点落在欧氏单位圆内，有 

21 1 1
λ

− < + <  

得 
1λ < −                                      (3.2.6) 

由此(3.2.5)式所表示的是欧氏平面上的欧氏椭圆 
考虑平移 

( )
2

, 1,1
1

1
1

ux
u

vy
u

θ
θ

θ

θ
θ

+ = ∈ − +


− = +

                              (3.2.7) 

在此平移之下，方程(3.2.5)化为 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 21 2 1 2 1 1 1 2v u uθ λ θ λ θ λ θ θ+ = + − + + − + − −              (3.2.8) 

令 

( )2 1 0λ θ+ − =  

即 

( )2 , 1
1

λ
θ

= ∈ −∞ −
−

 

则方程(3.2.5)在平移(3.2.7)后有如下一致形式 

( )2 22 1 2 1u v− + =  

这正好是极限圆[1]的标准方程。 
定理 3.4 极限圆的焦点落在它的无穷远处。 
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同理可以讨论 1c = − 时的情形。 

3.3. 抛物线的聚焦性 

在这一节，本文将首先证明抛物线具有类似于欧氏平面上抛物线那样的聚光性，然后给出一类新的

曲线的定义——极限抛物线。 
如同前面讨论椭圆和双曲线的聚光性一样，首先考虑拥有像欧氏平面上抛物线那样的聚光性质的曲

线，通过建立微分方程，求出其解。然后考虑抛物线，检查其是否落在这样的曲线类之中。 
不失一般性，考虑从 x 轴上一点 ( ),0c  (没有限制在欧氏单位圆内)出发的光线，反射光线沿着方程为

y c= 的测地线，简单的几何分析注意到，这样的反射曲线应当有两族，并且，二者在相交处相互垂直，

共同的几何特征是反射角等于入射角。 
定义 4 称该点为该反射曲线的焦点。 
设曲线的方程为 

( ) ( )( ),x t y t  

则在反射点 ( ),x y 处，曲线的切向量在自然基底下的分量为 ( )d ,dx y ，利用定理 2.2，入射光线在反射

点处的切向为 ( ),x c y− ，反射光线在反射点处的切向为 ( )1,0 ，由入射角等于反射角，得到两条曲线的统

一方程 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1
d ,d d ,d

0
d ,d , d ,d 1,0

x c
x y G x y G

y
x y x c y x y

−   
   
   =
−

                         (3.3.1) 

两边平方展开有 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )2 22 2

2 22 2

d 1 d 1 d d

11

x c cy x y cx y y x xy y

yx c c y

− + + − − +
=

−− + −
                 (3.3.2) 

展开得 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 22 22 2 2 2 2

22 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2

1 1 1 d

2 1 1 1 1 2 d d

1 1 1 d 0

x c cy y x c c y y x

y cx x c cy y x c c y y xy x y

y cx y x y x c c y y

 − + − − − + − −  
 + − − + − − − + − −  
 + − − − − + − =  

         (3.3.3) 

计算三项系数分别为 

( )( )2 2 2 21 1y y x y− + −  

( )( )( )2 2 22 1 1y y c x x y− − + −  

( )( )2 2 2 21 2 1y cx x x y− + − −  

代入(3.3.3)得 

( )( ) ( )( ) ( )( )2 22 2 21 d 2 1 d d 1 2 d 0y y x y c x x y y cx x y− + − − − − + =               (3.3.4) 
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方程的判别式为 

( ) ( ) ( )22 2 24 1 1y x c c y ∆ = − − + −   

由推论 1 知，对于任意的 c，方程(3.3.4)在欧氏单位圆内定义了一个正交的标架场。 
当 d 0x = 时，方程的解为 

21 2 0cx x− + =  

即 

2 1x c c= ± −  

其中 

2

2

1 1 1, 1

1 1 1, 1

c c c

c c c

− < + − < < −

− < − − < >

 

当 d 0y = 时，方程的解为 0y =  ( 2 1y = 舍去)。 
除此以外，根据前面的经验，设方程的解是 

( )2
2

2 1
x

y
α

β
−

+ =                                  (3.3.5) 

其中 ,α β 为待定系数。则 

( )2 d dy y x xβ α= −                                 (3.3.6) 

联立(3.3.4) (3.3.5) (3.3.6)有 
2 2 2 1cβ α α− + =                                  (3.3.7) 

故知方程(3.3.4)的两个解为 

( )2
2

2

2 2

1

2 1

x
y

c

α
β

β α α

 −
+ =


 − + =

                                (3.3.8) 

需要注意的一点是，这两个解中 2β 可以将平方去掉，并不影响最终的解。也就是说， 2β 这个参数

作为一个整体参数，可以为正也可以为负，只要不是 0 就可以了。 
另外一点需要提出的是，注意到解曲线(3.3.8)中，当 0α = 时，对于任意的参数 c，得到一个“公共

的解” 
2 2 1x y+ =  

这正好是欧氏单位圆。为了解曲线的意义有效性，特别需要说明解方程的参数中，需 0α ≠ 。此时，

可以看到刚好可以由参数确定出焦点横坐标 c。 
定理 3.5 抛物线具有焦点聚焦性，反射光线与准线正交。 
证明：考虑抛物线[1]焦点与方程系数的关系，有 

cosh cosh, , tanh
sinh sinh sinh sinh

a b c a
a b a b

α β= = =
− −
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( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2
2

2 2 2
2

2 2
2

12 cosh cosh 2cosh tanh sinh sinh
sinh sinh

1 cosh cosh 2sinh 2sinh sinh
sinh sinh

1 sinh 2sinh sinh sinh 1
sinh sinh

c b a a a a b
a b

b a a a b
a b

a a b b
a b

β α α− + = − + ⋅ −
−

= − + −
−

= − + =
−

 

满足方程(3.3.8)的第二式。这说明抛物线具有焦点的聚焦性。 
关于定理的后半句，定理 3.1 保证了这一点。证毕。 
推论 3 方程组(3.3.8)表示的两族抛物线 

( )

( )

( )

2
1 2

2

2
2 2

2

2 2

1

1

2 1, 1,2, 1,1i i

x
y

x
y

c i c

α
β

α
β

β α α

 −
+ =




− + =

 − + = = ∈ −


 

相互正交，共用焦点 ( ),0c 。 
这个推论只需验证两族抛物线确实相交于欧氏单位圆盘内即可，计算是直接的，略去。 
同样，取 0c =  ，由(3.3.8)得 

( )( )2
0 0 2

02

1
1, 1, 1

x
y

β

β

− +
+ = = ± = ±

  
                         (3.3.9) 

考虑在平移(3.2.7)下该方程所表示曲线的运动变化，当 0 1= 时得 

( )1 12 1 0θ
β β
 

+ − = 
 
                               (3.3.10) 

( ) 2 21 4 4 0v u uθ− − + =                              (3.3.11) 

0 1= − 时得 

( ) ( )1 11 2 1 0θ θ
β β

 
+ − + + = 

 
                           (3.3.12) 

( ) 2 21 4 4 0v u uθ+ + + =                              (3.3.13) 

注意方程(3.3.11)、(3.3.13)在形式上与极限椭圆[1]和极限双曲线[1]的标准方程形式上是类似的： 

( )
2

2
22 1 1vu

α
± + =                                 (3.3.14) 

由于 ( )1,1θ ∈ − ，则 ( ) ( )1 0,2θ± ∈ ，因此如果(3.3.14)是(3.3.9)所表示的曲线平移得到的，那么必须有 

2 1
2

α >                                      (3.3.15) 

比较极限椭圆的标准方程，对于极限椭圆，参数范围是 2 1
2

α <  
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由此便得：在(3.3.15)的条件下，方程(3.3.14)与焦点在无穷远处的“假抛物线”平移一一对应。 
定义 5 在双曲平面的 Beltrami-Klein 坐标系下，称标准方程 

( )
2

2 2
2

12 1 1,
2

vu α
α

± + = >  

所表示的曲线为极限抛物线。 
也即是说，极限抛物线可以看成是焦点在无穷远处的“假抛物线”。 

3.4. 极限曲线的聚焦性 

所谓极限曲线，就是指极限圆[1]、极限抛物线、极限双曲线[1]和极限椭圆[1]。四者可包含为一个标

准方程 

( )
2

2
0 022 1, 1, 1yx

θ
+ − = = ± = ±


    

如同证明椭圆和双曲线的聚光性时的那样，将那里考虑 x 轴上的任意欧氏形态对称于坐标原点的两

点改为任意两点 ( ) ( )1 2,0 , ,0c c ，经过类似计算得到从点 ( )1,0c 出发的测地线被反射后经过另一点 ( )2 ,0c 的

反射曲线的统一微分方程为 

( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( )

22 2 2 2

22
1 2

2 d 2 1 d d

2 1 d 0,

y ay x a x b y x axy ax b x y

y a b x ax y c c

+ − + + − − + −

− − + + − = ≠
             (3.4.1) 

其中 

1 2 1 2,a c c b c c= + =                                  (3.4.2) 

定义 6 称上述两点为该反射曲线的焦点。 
当 d 0x = 时，方程的解为 

( ) 22 1 0a b x ax− + + − =  

该解有意义的情况下确定的解曲线是测地线。 
当 d 0y = 时，方程的解为 0y = 。 
除此以外，假设方程的解为 

2 22x x yα β λ+ + =                                 (3.4.3) 

其中 , ,α β λ 为待定系数，则 

( )d dy y x xλ α= +  

代入(3.4.1)中得 

( ) ( )( )( )
( )( ) ( )

22 3 2 2

2 2 2

2 2 1

2 1 0

y ay x a y a b x ax x

b y x axy ax b y x

λ α

λ α

+ − − − + + − +

+ + − − + − + =
 

注意到(3.4.3)式，代入上式得 

( )( ) ( )( )( )
( )( )( )

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 1

2 1 0

x x ay x a a b x ax y

b y x axy ax b x

λ α β λ α β

λ α

+ + + − − − + + − + −

+ + − − + − + =
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展开有 

( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 3 2 2 2 2

2 3 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 4 2
2 2 1

2 1

2 1

2 1 0

ax y x a x a xy x a x ay
x a b xy x ax y ax bx

b y x a xy a x b

ay b xy a x y a

b x ax

λ λ λ λα αλ αλ λβ
λβ λβ λ

λ α α α α α

λ λ λ α β

α β α β

+ − + + − +

+ − + + − − + −

+ + − − + −

− − + + − − −

− + − − − =

 

合并同类项得 

( )( )
( )( )( )

( )( )
( )( )

2 2

2

2

2

4 2 2

2 2 2 2 2 1

2

2 1 0

a a a x

a b a b x

a b a

a b a y

λ αλ λ αλ α β

λα λβ λ λ α α β

λβ λ α α β

λβ λα λ

− + + − + −

+ − + − + − + −

+ − − + −

+ + + + =

                 (3.4.4) 

注意到，此式应当与(3.4.3)式保持一致。故 

( )
( )( )

( )
( )

2

2

2

4 2 2

2 2 2 2 2 1 2

2

2 1

a a a k

a b a b k

a b a k

a b a k

λ αλ λ αλ α β

λα λβ λ λ α α β α

λβ λ α α β β

λβ λα λ λ

− + + − + − =

− + − + − + − =

− − + − =


+ + + = −

                (3.4.5) 

消去 k ，得 

( )( ) ( )
( )( )

( ) ( )

2 2 2

2

2

2

2 1 2 2

1 2 2 1

a b

a b

a b

α λ α β βλ α β α λ

βλ β α β αλ αβλ

λ α α α λ

 + + − = − − −

 + − − + = − 

 + + + = − +

                   (3.4.6) 

故可得方程(3.4.1)的解曲线方程为 

( )( ) ( )
( )( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

2

2

2

2

2 1 2 2

1 2 2 1

x x y

a b

a b

a b

α β λ

α λ α β βλ α β α λ

βλ β α β αλ αβλ

λ α α α λ

 + + =


+ + − = − − −
 + − − + = − 


+ + + = − +

                   (3.4.7) 

不妨取 
20,a b cα= = = −  

由(3.4.6)式得 

( )2 1
c

β λ
β λ

+
=

−
 

取 
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2
2 2
2 2

2

, aa
b

β λ= − =  

则(3.4.7)式即为 
2 2

2 2
2 2

2 2
2 2 2

2
2

1

1

x y
a b

a bc
b


− =




+ = +

 

可以看到，这正好是双曲线。对于椭圆和等距线，也可以如是验证它们的一致性。 
现在，可以考虑极限曲线的聚焦性了。对应于方程(3.4.3)的系数，有 

0 2

1 , 0,
2 4

α β λ
θ

= = =


  

代入(3.4.6)有 

( )2
0

2

2

2

1 0
4 4

a

b

θ

θ
θ

θ

 = − +
 = −

+


+ ≠



 




 

由此根据(3.4.2)得 

1 0
2

2 0 2

c

c θ
θ

= −



= +






 

即为聚焦点的横坐标。 
定理 3.6 双曲平面的 Beltrami-Klein 坐标系下，标准方程 

( )
2

2
0 022 1, 1, 1yx

θ
+ − = = ± = ±


    

所表示曲线的两个焦点坐标分别为 ( )0 ,0− 、
2

0 2 ,0θ
θ

 
 + 



。 

取 0 1= − ，分别考察极限椭圆和极限双曲线的焦点坐标，二者共有一个焦点 ( )1,0 ，极限椭圆的另一

个焦点坐标为 
2

2
2

1,0 ,
21

θ
θ

θ
 
− < − 

 

该焦点属于区间 ( )0,1 ；极限双曲线的另一个焦点坐标为 
2

2 ,0
1

θ
θ

 
− 

+ 
 

该焦点属于 ( )1,0−  
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由此可见，标准方程表示的极限椭圆和极限双曲线是不会相互正交的，因为它们不可能共用焦点。

但是，极限椭圆和极限双曲线都是一个焦点无穷远，而另一个焦点有穷远的曲线，这也就意味着，共用

一对焦点的极限椭圆和极限双曲线是正交的，只不过是它们此时的方程不会同是标准的罢了。 

当 2
0

11, 1,
2

θ= − = − =  时，定理描述的是极限圆。与已有的结果一致，极限圆的焦点重合为无穷远 

点。 

当 2
0

11, 1,
2

θ= − = − >  时，定理描述的是极限抛物线。其一个焦点是无穷远点，另一个焦点的坐标 

为 
2

2
2

1,0 ,
21

θ
θ

θ
 
− > 

− 
 

该焦点落在区间 [ ]1,1− 之外。由此亦可见极限抛物线与前三者之不同。 
推论 4 极限圆两个焦点重合在无穷远处；极限椭圆和极限双曲线两个焦点有一个在无穷远处，有一

个在有穷远处；极限抛物线两个焦点，有一个在无穷远处，有一个在超无穷远处。 
从这个推论，极限抛物线似乎有两种聚焦性，在这里它有两个焦点，一个在无穷远处，一个在超无

穷远处；而根据极限抛物线的定义，它则是一个焦点在无穷远处的“假抛物线”，这是不是矛盾了呢？事

实上是不矛盾的，因为双曲平面上测地线的欧氏形态只要不相交于欧氏单位圆上及其内部，就可以看成

是“聚焦于超无穷远点”。 
至此，本文解决了双曲平面上非蜕化圆锥截线的聚焦性问题。 
需要提及的是，蜕化的圆锥截线测地线是有一对无穷远焦点的虚聚焦曲线。 
另一方面，通过前文的叙述可以看到，等距线、极限圆和极限抛物线不是圆锥截线，但它们也有聚

焦性。同时，下述方程组 
2 2

2 2
1 12 2

1 1
2 2

2 2
2 22 2

2 2
2 2 2 2

2 1 1 2 2
2 2

1 2

1, 1

1, 1

1
1 1

x y a b
a b

x y a b
a b

a b a bc
b b


+ = > >


 + = < <

 − − = = >

− −

 

所表示的曲线，同样也不是圆锥截线，但它也有聚焦性。 
这说明，在双曲平面上，非蜕化的圆锥截线具有聚焦性质，但是具有聚焦性质的曲线却不仅仅是圆

锥截线。这与欧氏平面几何的内容是不同的。 
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