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Abstract 
In 1938, R. Fruchet proved that for any given abstract group, there is a graph of it as an automor-
phism group. Since then, this area, which is about using the groups to study the graphs, opened the 
curtain. However, extensive research in this area began in 1960, especially in the last 30 years, 
where a number of important tasks were done. In this paper, we study a branch of graph theory 
that is, Cayley graph and its decision, especially the arc transitive graph. Firstly, by studying the 
properties of graph and the exchange of group, we get the main theorem of this paper. Secondly, 
according to the definition of the normal arc transitive graph and the pushing process of the main 
conclusion, a judgment condition of the normal arc transitive graph is given. 
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摘  要 

1938年R. Fruchet证明了对于任意给定的抽象群，都存在一个图以它为自同构群。自此，关于利用群来

研究图这一领域，揭开了帷幕。但是，这个领域的广泛研究则是从1960年才真正开始的，尤其是最近30
年，在这方面完成了很多重要的工作。本文主要研究了图论的一个分支，即：Cayley图以及它的判定，

尤其是弧传递Cayley图的判定。首先，通过研究图的性质以及群的交换性，从而得出本文的主要定理。

其次，根据正规弧传递Cayley图的定义以及主要结论的推导过程，得出了一个关于正规弧传递Cayley图

文章引用: 于雪. 关于弧传递 Cayley 图的判定[J]. 理论数学, 2017, 7(4): 277-281.  
https://doi.org/10.12677/pm.2017.74036 
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的判定条件。 
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1. 引言 

本文假设所研究的群是有限群，图是有限的连通的简单的图。在图 Γ中，记图 Γ的顶点集、边集、

弧集分别为 , ,V E AΓ Γ Γ。若 ( )Sym Vσ ∈ Γ ，且 , Vα β∀ ∈ Γ，使得 

{ } { }, , ,E Eσ σα β α β∈ Γ ⇔ ∈ Γ  

则称σ 为Γ的一个自同构。Γ的全体自同构对于映射的复合运算构成一个群，称为图 Γ的全自同构

群，记其为 AutΓ。显然有 ( )Aut Sym VΓ ≤ Γ 。若 AutΓ作用在 Γ的 , ,V E AΓ Γ Γ上是传递的，则分别称Γ为

点传递图、边传递图、弧传递图。特别地，若存在 AutG ≤ Γ ，且G 在Γ的 , ,V E AΓ Γ Γ上的作用是传递的，

则分别称 Γ为 G-点传递图、G-边传递图、G-弧传递图。此外，由文献[1]知：自同构群 AutΓ在 Γ的弧集

上是传递的，也就是说，Γ是弧传递图，等价于，AutΓ在Γ的点集上是传递的，且任一点 v V∈ Γ在 AutΓ
中的点稳定子群 ( )Aut vΓ 在 v 的领域 ( )vΓ 上也是传递的。由此结论，作者对弧传递图的判定，尤其是关

于 Cayley 图的弧传递性产生了兴趣。 
设G 是一个群，S 是G 的一个不含单位元非空集合，定义图 Γ：点集V GΓ = ，且任意的 ,x y V∈ Γ，

x 与 y 是邻接的当且仅当 1yx S− ∈ ，称 Γ是G 的关于 S 的 Cayley 图，记作 ( ),Cay G SΓ = 。下面给出本文

的主要定理。 
定理 1.1. 设G 是一个群， ( ) ( )ˆ : Aut SymX G G G= ≤ ，则下面的情况是成立的： 
1) 若Γ是G 的 X-边传递 Cayley 图，则 Γ是弧传递图。 
2) 若G 是交换群，则 Γ是 X-弧传递图；若G 是非交换群，则 Aut 2XΓ ≥ ⋅ 。 
进一步地，若图 ( ),Cay G SΓ = 的自同构群 AutΓ有正规子群与G 同构，且在VΓ上是正则的，则称Γ

为G 的正规 Cayley 图。从而可得下面的推论。 
推论 1.2. 设 ( ),Cay G SΓ = 是G 上的 X-正规边传递 Cayley 图，若 ( ) 1Inn G X≤ ，则Γ是弧传递图。 

2. 预备知识 

为了证明本文的主要定理，这一节将介绍一些预备的命题和引理。首先，引入 Orbital 图的相关命题。 
设G 为Ω上的传递置换群，则G 可诱导Ω×Ω上的作用，这个作用的每个轨道，即： ,α β∀ ∈Ω×Ω，

( ){ } ( ), ,g Gg Gα β α β∈ = ，称为G 的一个 Orbital。每个 Orbital ∆都存在一个对偶 Orbital ∗∆ ，即： 

( ), Gβ α∗∆ = 。若 ∗∆ = ∆ ，则称 ∆为自对偶的 Orbital。称 ∗∆ ∆ 为广义的 Orbital。设 ∆为G 在Ω上的一

个 Orbital，定义图 Γ：VΓ = Ω， ∆为弧集，称有向图 Γ为 ∆对应的 Orbital 图，记作 ( )OrbG ∆ 。进一步

有，若 ∆为自对偶的，则 ( )OrbG ∆ 为无向图。反之亦然。易知， ( ) ( )Orb OrbG G
∗∆ ∆ 为无向图，称为广

义 Orbital 图，通常简记为 ( )OrbG
∗∆ ∆ 。 
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命题 2.1. 记 ( )OrbGΓ = ∆ ， ( )OrbG
∗ ∗Γ = ∆ 。则： 

1) AutG ≤ Γ ，Γ为G 的弧传递有向图。 
2) Γ为G 的弧传递图当且仅当 ∗∆ = ∆ 。 
3) ( )OrbG

∗∆ ∆ 为G 的边传递图。 
4) ( )OrbG

∗∆ ∆ 不是G 的弧传递图当且仅当 ∗∆ ≠ ∆ 。 
证明： 
1) 因为 AΓ = ∆，所以 G∆ = ∆，则有 AutG ≤ Γ 。又 ( ), Gα β∆ = ，故 ( ),α β 可以用G 中元素射到 Γ的

任意一条弧，故 Γ为G 的弧传递有向图。 
2) 由 1)知： Γ为G 的弧传递有向图。又 Γ为无向图当且仅当 ∗∆ = ∆ ，所以 Γ为G 的弧传递图当且

仅当 ∗∆ = ∆ 。 
3) 设 ( ), Gα β∆ = ，则有 ( )OrbG

∗ ∗∆ ∆ = ∆ ∆  ，所以 ( )OrbG
∗∆ ∆ 的边集是 { }{ },g g g Gα β ∈ ，故

{ } { }, ,g g gα β α β= ，从而 ( )OrbG
∗∆ ∆ 为G 的边传递图。 

4) 因为 ∗∆ ≠ ∆ ，所以 G φ∗∆ ∆ = ，因此 ( )OrbG
∗∆ ∆ 不是G 的弧传递图。反之亦然。 

命题 2.2. 设Γ为图， ( )Aut SymG V≤ Γ ≤ Γ 在VΓ上是传递的，则下面的情况是成立的： 
1) 若Γ为 G-弧传递图，则 Γ为自对偶 Orbital 图。 
2) 若Γ为 G-边传递图，则 Γ为广义的 Orbital 图。 
证明：1) 设 ( ), Aα β ∈ Γ，则 ( ), GA α βΓ = = ∆为G 在VΓ上的一个 Orbital，从而 ( )OrbGΓ = ∆ 。又因

Γ为 G-弧传递图，则 *∆ = ∆ ，即： ∆和 *∆ 均为自对偶的。因此 ( )OrbG ∆ 与 ( )*OrbG ∆ 均为无向图，故

( ) ( )*Orb OrbG G∆ ∆ 为无向图，即： Γ为VΓ上的传递置换群G 的一个自对偶 Orbital 图。 
2) 因为Γ为 G-边传递图，且G 在VΓ上是传递的，则Gα 在 ( )αΓ 上恰有两个轨道，则 *∆ ≠ ∆ ，那么

( )*OrbG ∆ ∆ 为无向图，所以 Γ为VΓ上的传递置换群G 的一个广义的 Orbital 图。 
其次，介绍几个关于 Cayley 图的引理。 
引理 2.3. 设G 是一个群，且 ( ) ( )ˆ: : Aut SymX G G G= ≤ 。若 ( ),Cay G SΓ = 是 X-边传递图，则 Γ是 X-

弧传递图或 X 在 S 上有两个 Orbital 1 2,∆ ∆ ，并且 1
1 2

−∆ = ∆ 。 
证明：由文献[2]可知， 1: x xσ −→ ， x X∀ ∈ 是 X 的任意 Orbital 到其自对偶 Orbital 的同构映射。故

结论得证。 
引理 2.4. 设G 是一个群，且 ( ) ( )ˆ: : Aut SymX G G G= ≤ ， ( ),Cay G SΓ = 是 X-边传递图，若 1x X∃ ∈ ，

对一些 s S∈ ，满足 1xs s−= ，则 Γ是 X-弧传递图。 
证明：在 ( ),Cay G SΓ = 中， ,a b S∀ ∈ ， 

1~ ,a b ba S s S b s a− ′ ′⇔ ∈ ⇔ ∃ ∈ =  

因此， ( ),Cay G SΓ = 中的每一条弧均可表示为 ( ),a s a′ ，其中 ,a s S′∈ 。又 Γ是 X-边传递图，则 y X∃ ∈ ，

有{ } { }1, ,ys a s a′= 。从而 ( ) ( )1, ,ys a s a′= 或 ( ) ( ),1 ,ys a s a′= 。进一步地，( ) ( ) ( ) ( )
ˆˆ 1,1 ,1 1, ,
syxsy ys s s a s a− ′= = =

或 ( ) ( ) ( ) ( )
ˆˆ 11, 1, ,1 ,
syxsy ys s s a s a− ′= = = ，且 ˆxsy X∈ ，故 Γ是 X-弧传递图。 

引理 2.5. 设 ( ) ( )ˆ: : Aut SymX G G G= ≤ ，且G 在Ω 上是正则的。若 Σ是 X 的一个 Orbital，则 Σ为

X-弧传递图，且 ( ),Cay G SΣ = ，其中 1 ,XS g g G= ∈ 。 
证明：因 G 在 Ω 上是正则的，则可看作 GΩ ≡ 。又因 ( ) ( ) ( )

1ˆ 1, , 1,
XX a XE a b a b ba

−
−Σ = = = ，所以

( ) ( ) 111
X

ba−Σ = 。又 1ba G− ∈ ，从而 ( ) 11 ,XS g g GΣ = = ∈ 。 

3. 定理的证明 

有了前面的预备知识，本节就给出本文主要定理的证明。 
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定理 1.1. 证明 1) 因为Γ是 X-边传递图，由命题 2.2 知， Γ是广义的 Orbital 图。不妨设 *Σ Σ 为广

义的 Orbital，其中 Σ与 ∗Σ 是 X 的对偶 Orbital。如果 *Σ = Σ ，由命题 2.1 知，Γ是 X-弧传递图。现在假设
*Σ ≠ Σ 。若 1 2,g g G∀ ∈ ， ( )1 2, XA g gΣ = 。因为 1ĝ X∈ ，则 ( ) ( )1ˆ1 1

2 1 2 11, 1,
g X X

A g g g g− −Σ = = 。设 ( )1g∀ ∈Σ ，

则 ( )1, g A x X∈ Σ ⇔ ∃ ∈ ，满足 ( ) ( )1
2 11, 1, 1 1

x xg g g −= ⇔ = ，并且 ( )1
2 1

x
g g g −= ，那么 1x X∈ ， ( ) 11

2 1

X
g g g −∈ 。

所以 ( ) ( ) 11
2 11

X
g g −Σ = 。又因 ( )( )1 1

ˆ : AutX G G= 且 Ĝ 是正则的，所以 ( )1 AutX G= 。从而 ( ) ( ) ( )Aut1
2 11

G
g g −Σ = 。

因此我们可令 ( ),Cay G SΣ = ，其中 ( ) ( )Aut1
2 1

G
S g g −= ，由引理 2.3 知， ( )1,Cay G S∗ −Σ = 。定义一个映射：

g G∀ ∈ ， 1: ,V G G g gσ −Γ = → → 。则 
在Σ中， 1~a b ba S−⇔ ∈  

( ) ( ) ( )
11 11 1 1 1 1 1ab a b a a b b a S

τ −− −− − − − − − ⇔ ⋅ = = = ∈  
 

⇔ 在 *Σ 中， ~a bσ σ ， 
其中 aτ 是 a 诱导的内自同构，则 ( )Auta Gτ ∈ 。所以σ 是 ∗Σ → Σ 的同构映射。进一步地， Autσ ∈ Γ。

令 ( ): , SymY X Gσ= ≤ 。因 x X∀ ∈ ， ( ), y Aα β∀ ∈ Γ，则 ( )Symx G∈ 且 ( ) ( ), ,
xy yx Aα β α β  = ∈ Γ  (因为

yx X∈ )。所以 ( ) ( ) ( ), ,x Xx XA Aα β α βΓ = = = Γ。进一步地， AutY ≤ Γ且 1Y Yσ ∈ ≤ 。 ( )1g ∗′∀ ∈Σ 。又因

为 ( )1, g A x X∗′ ∈ Σ ⇔ ∃ ∈ ，( ) ( )1
1 21, 1, 1 1

x xg g g −′ = ⇔ = 且 ( )1
1 2

x
g g g −′ = ，所以 1x X∈ ， ( ) 11

1 2

X
g g g −′∈ 。因此

( ) ( ) ( ) ( )1 Aut1 1 1
1 2 1 21

X G
g g g g S∗ − − −Σ = = = 且 ( ) ( ) ( )2ˆ1 1

2 1 1 2 1 2, 1, 1,
g X X

A g g g g g g∗∗ − −Σ = = = 。那 么 1 1,X Yσ ≤ 在

( ) ( ) ( ) 11 1 1 S S∗ −Γ = Σ Σ =  上是传递的。 
2) 若G 是交换群，则σ 是G 的一个同构映射，即： ( ) 1Aut G X Xσ ∈ = ≤ 。所以Y X= ，那么Γ是

X-弧传递图。现在设G 是非交换群，则 ˆˆ,x G g G∀ ∈ ∀ ∈ 有 

( ) ( ) ( ) 1ˆ1 ˆ 1ˆ 1 1 1 1 1 1 g
g ggx x x g x g g x g xg g x
σ σ τσ σ −− −− − − − − −= = = = = ⋅ = ， 

其中 gτ 是由 g 诱导的内自同构，且 2 1σ = 。所以 ( )1 1ˆ ˆˆ Autgg g G G Xσ σ τ− −= ∈ = 。又 ( )Aut Gα∀ ∈ ，

有 ( ) ( ) ( )1 1x x x x x
σ αασ α α σα− −= = = = 。因此ασ σα= ，从而 ( ) ( )Aut AutG Gσ σ= 。综上，σ 正规化 X ，

即： X Xσ σ= 。进一步有 21 Xσ= ∈ 。若 Xσ ∈ ，那么 11 1 1σ −= = 。因此 ( )1 AutX Gσ ∈ = ，然而 ( )Aut Gσ ∈

当且仅当G 是交换群。这就产生了矛盾，所以σ 不属于 X 。因此 ( )2 AutY X G= ⋅ ≤ 。证毕。 
下面来证明由定理 1.1 得出的推论。 
推论 1.2 的证明由文献[3]知， ( ) ( )Aut

ˆ ˆ : Aut ,N G G G SΓ = ，其中 

( ) ( ){ } ( )Aut , Aut AutG S G S S Gττ= ∈ = ≤ 。因为 Ĝ X ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )Aut
ˆ ˆ ˆ : Aut , : AutXX N G N G G G S G GΓ= ≤ = ≤ 。由[3] Frattini 论断知， 1

ˆ :X G X= ， 

( ) ( )1Inn AutG X G≤ ≤ 。设σ 如定理 1.1 证明中所定义的，则有 Γ是 ,X σ -弧传递图。证毕。 

注意：1) 在推论 1.2 中，条件“ ( ) 1Inn G X≤ ”不可缺，否则σ 不一定是 *Σ → Σ 的同构映射。 
2) 在推论 1.2 中，“ 2Y X≤ ⋅ ”不一定成立。 
事实上， ( )Aut ,G Sδ∀ ∈ ， x G∀ ∈ 。若 x S∈ ，则 ( )1 1x x x x x

δδσ σ σδ− −= = = = 。所以δσ σδ= ，那么

σ 正规化 ( )Aut ,G S 。若 x S∉ ，则 ( )1x x x
δδσ σδ −≠ = 。所以δσ σδ≠ ，那么σ 不正规化 ( )Aut ,G S 。综上，

2Y X≤ ⋅ 不一定成立。 
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