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Abstract 
By using several geometrical characteristics of similar class of quaternion, this paper separates 
the quaternion field into a direct product between a half of complex field and whole surface of a 
unit sphere on virtual vector space. This is an effective method to discuss the similar properties of 
functions between complex field and quaternion field. 
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摘  要 

本文利用四元数相似类的几何特征，将四元数体分解为平面与虚部向量空间单位球面的直积，为进一步

探讨四元数函数与复函数的相似关系提供了一条有效途径。 
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1. 引言 

从二十世纪六、七十年代开始，随着控制理论、陀螺技术和计算技术的发展，四元数的研究得到学

术界的普遍重视[1]。近二、三十年来，国内不少专家学者对四元数理论进行了广泛的研究，取得了相当

丰硕的科研成果[2] [3] [4] [5]。在这些科研成果中，与四元数代数理论相关的科研成就比较突出，而在四

元数分析理论方面所取得的进展则逊色些。四元数分析理论进展不顺的主要原因就是受柯西–黎曼条件

限制，大多数初等四元数函数都不解析(如四元数函数 ( ) 2f q q= 不解析)。为了打破僵局，本文利用四元

数相似类的几何特征，将四元数体分解为平面与虚部向量空间单位球面的直积，为进一步探讨四元数函

数与复函数的相似关系提供了一条有效途径。 

2. 四元数的相似定义和基本性质 

设 R —实数域，C —复数域，Q —实四元数体。 
定义 1.1 [1]对于四元数 p、 q ，若存在非零四元数 c，满足 1p c qc−= ，则称 p与 q 相似，并记 ~p q  
四元数的相似具有以下性质：自反性(每个四元数与自身相似)；对称性( p与 q 相似，则 q 与 p 也相

似)；传递性( p与 q 相似， q 与 r 相似，则 p与 r 相似)。 
由于实数与四元数的乘积可交换顺序，因此实数只与自身相似。 
引理 1.1 [2]对于任意一个非实四元数 0 1 2 3q q q q q= + + +i j k  ( 2 2 2

1 2 3 0q q q+ + > )， q 与复数 
2 2 2

0 1 2 3z q q q q= + + + i 相似。 
引理 1.2 对于任意一组相似四元数 p与 q ， ( ) ( )11p c qc p c c q c c

−−= ⇔ =  
即非零四元数 c可单位化(这里 c 代表四元数 c的模[2]，证明略) 
引理 1.3 [2]对于任意四元数 0 1 2 3p p p p p= + + +i j k 、 0 1 2 3q q q q q= + + +i j k , 
记 0pR p=  ( p的实部)， 0qR q= ， 1 2 3p p p p= + +



V i j k  ( p的虚部向量)， 

1 2 3q q q q= + +


V i j k ，那么 p q p q p q q p p qpq R R R R= − ⋅ + + + ×
     

V V V V V V  
即 pq的实部= p q p qR R − ⋅

 

V V ， pq的虚部= p q q p p qR R+ + ×
   

V V V V  
引理 1.4 对于任意四元数 0 1 2 3p p p p p= + + +i j k 、 0 1 2 3q q q q q= + + +i j k ， 
p与 q 相似⇔ p qR R= ，且 2 2 2 2 2 2 2 2

0 1 2 3 0 1 2 3p p p p p q q q q q= + + + = = + + +  
(这里 p 、 q 分别代表 p、 q 的模[2]) 
证明：如果 p与 q 相似，那么存在非零单位四元数 c，满足 1p c qc−=  

11 1p c qc c q c c q c q−− −= = = =  

而 c为非零单位四元数，故 1
c cc c R− = = −


 V ，根据引理 1.3 

( )( )1
c c q q c q c q c q q c c qc q R R R R R R− = − + = + ⋅ + − − ×
       

V V V V V V V V  

( )1
c q c q c q q c c q c cp c qc R R R R R−  = = + ⋅ + − − × + 

      

V V V V V V V  

p的实部
p c q c c q c c q q c c q c

c q c c q c c q c q c c c q c

R R R R R R R

R R R R R R

 = + ⋅ − − − × ⋅ 
= + ⋅ − ⋅ + ⋅ − × ⋅

     


       


V V V V V V V

V V V V V V V V V
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上式中的 c q c× ⋅
  

V V V 是一个向量混合积，结果为零， c q c c q cR R⋅ = ⋅
   

V V V V  
故 ( ) 22

p c q c q c c q c c c q qR R R R R R R R c R= + ⋅ = + ⋅ = =
  



V V V V ，即 0 0p q= 。 
反之，如果 0 0p q= 且 2 2 2 2 2 2 2 2

0 1 2 3 0 1 2 3p p p p q q q q+ + + = + + + ，那么 
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3p p p q q q+ + = + + ，根据引理 1.1， p和 q 都与复数 2 2 2

0 1 2 3z q q q q= + + + i 相似，由四元数

相似的传递性和对称性可知， p与 q 相似。 

3. 四元数体的几何表示 

定义 2.1 [2]对于任意 Qα ∈ ，记集合 { }~ ,S Qα β β α β= ∈ ，称 Sα 为α 的相似类 
很明显，实数的相似类只有一个元素，就是该实数本身。 
引理 2.1 [2]对于任意一个四元数 0 1 2 3q q q q q= + + +i j k ，只要 2 2 2

1 2 3 0q q q+ + >  
那么 ( )cos sinq q qq q θ θ= +n ，其中， qθ 为 q 的幅角， qn 为 q 的单位方向矢量。 
对于任意一个非实四元数 0 1 2 3q q q q q= + + +i j k  ( 2 2 2

1 2 3 0q q q+ + > )，q 由 q 的模 q 、q 的幅角 qθ 、q 的

单位方向矢量 qn 唯一确定。根据引理 1.4，所有与 q 具有相同的模和实部，但单位方向矢量与 q 不同的四

元数都与 q 相似。因此，所有与 q 相似的四元数的单位方向矢量构成四元数虚部向量空间一个以单位长

度为半径的球面(如图 1 所示)，也就是说 q 的相似类 qS 中的所有元素的单位方向矢量构成四元数虚部向

量空间一个单位球面。而 qS 中所有元素相同的模 q 和幅角 qθ  ( 0 πqθ< < )对应复平面上半部分中的一点，

该点的极坐标就是 ( ), qq θ (如图 2 所示)； 
 

 
Figure 1. The imaginary part unit sphere 
surface over quaternion field 
图 1. 四元数虚部单位球面 

 

 
Figure 2. The modulus and angles of quaternion 
图 2. 四元数的模和幅角 
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在 qS 中有一对共轭复数 2 2 2
0 1 2 3q q q q± + + i ，这一对共轭复数在的单位方向矢量分别为 i 和 −i ；而复

数 2 2 2
0 1 2 3q q q q+ + + i 在复平面上投影点的极坐标也是 ( ), qq θ ，因此，将复数 2 2 2

0 1 2 3q q q q+ + + i 定义为四

元数 q 的相似类 qS 的主值。 
四元数体上的全体四元数如果按相似类分类，其几何特征非常直观。每个四元数相似类 qS 对应四元

数虚部向量空间一个单位球面，又对应复平面上半部分的一点，该点的极坐标就是 ( ), qq θ  (注：

0 πqθ≤ ≤ )。四元数体上全体四元数相似类在复平面上的投影点构成复平面上半平面。也就是说：四元数

体Q 上的每个非实四元数分别可以在复平面上半部分和四元数虚部向量空间单位球面上拥有一个投影点，

在上半平面投影点的极坐标就是该元素的模和幅角，在虚部向量空间单位球面上的投影点就是该元素单

位方向矢量的顶点。 
四元数体Q 中的非实复数 ( )0a b b+ >i 可以这样表示 

2 2

2 2 2 2

a ba b a b
a b a b

 
+ = + +  + + 

i i  

因此复数 ( )0a b b+ >i 在复平面上投影点的极坐标为 

2 2

2 2
, arccos aa b

a b

 
+  + 

，在虚部向量空间单位球面上的投影点就是 i 的顶点； 

而复数 ( )0a b b+ >i 的共轭复数 a b− i 可以这样表示 

( )2 2

2 2 2 2

a ba b a b
a b a b

 
− = + + − 

+ + 
i i  

因此复数 ( )0a b b− >i 在平面投影点的极坐标也为 

2 2

2 2
, arccos aa b

a b

 
+  + 

，在虚部向量空间单位球面上的投影点就是 −i 的顶点。 

四元数体Q 中的非负实数 a 可以这样表示  

( )cos 0 sin 0a a= + ⋅n  ( n为四元数虚部向量空间中的任意一个单位方向矢量) 
负实数 a− 可以这样表示 

( )cos π sin πa a− = + ⋅n  ( n为四元数虚部向量空间中的任意一个单位方向矢量) 
因此，实数在复平面上的投影点落在极轴OR 或OR 的反向延长线上，而虚部向量空间单位球面上每  
 

 
Figure 3. The geometric representation of quaternion field 
图 3. 四元数体的几何表示 
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个点都可以作为实数的投影点，为此，我们约定 i 的顶点作为实数在虚部向量空间单位球面上的投影点，

这样实数和非实复数 ( )0a b b+ >i 在虚部向量空间单位球面上拥有相同的投影点，那就是 i 的顶点。 
综上所述，四元数体Q 按相似类可以表示为复平面上半部分(包括极轴OR 和OR 的反向延长线)与四

元数虚部向量空间单位球面的直积。任意一个四元数 0 1 2 3q q q q q= + + +i j k 在复平面上投影点的直角坐标

为 ( )2 2 2
0 1 2 3,q q q q+ + ，在虚部向量空间单位球面上的投影点是单位方向矢量 qn 的顶点(图 3)。 
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