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Abstract 
In this article, we study an inverse problem for a parabolic equation with blow-up initial and 
boundary values in the following form: ( ) ( ) ( )p

t xxu u f x u b x t u p x < t T, 1,0 1,0= > < <− <− . The in- 
verse problem is to determine the unknown function ( )f x  from the blow-up rates and the addi- 
tional observation data. In order to partly remove the blow-up data, we introduce the definition of 
δ-line, which allows us to add the observable data and simplifies the inverse problem into a 
classical one. Then by establishing related functional, we prove a local existence theorem for the 
inverse problem in somegiven closed domain. 
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摘  要 

本文研究如下初边值条件均爆破的抛物型方程的反问题： 
( ) ( ) ( )p

t xxu u f x u b x t u p x < t T, 1,0 1,0= > < <− <− 。此类反问题是由爆破速率和附加观测数据来确定
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未知函数 ( )f x 。为了部分消除爆破数据,我们引入δ-线的概念以增加δ-线上的观测数据，从而可将问题简

化为经典的反问题。之后建立相关泛函来证明在给定的闭区域中反问题的局部存在性定理。 
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1. 引言 

研究非线性方程的奇异性一直在国际上深受关注，其中之一便是爆破问题，[1] [2] [3] [4] [5]等文献对

此类问题有深刻而影响广泛的研究。爆破问题的研究无论在科学理论方面还是在实际生产中都有非常重

要的意义，例如文献[6]和[7]分别研究了从两类工业模型中得到的方程的爆破条件、时刻及速率。 
反问题，指的是从已知结果来确定未知原因的一类问题，在物理、化学、天文、生物等自然科学中有

相当重要的理论与应用价值，而在实际生活中诸如医学检查、无损探伤、资源勘探、图形恢复等方面也

有广泛应用，是一个学科交叉性极强的热门研究方向。而其中的微分方程反问题，多数是指利用方程解

的一些可观测资料(如初边值数据)来确定方程中的未知系数。 
随着线性方程反问题探究的不断完善，人们越来越对非线性方程反问题产生浓厚的兴趣。文献[8]证

明了非线性抛物型方程初边值问题经典解的存在唯一性，而对于相应的反问题，即利用狄利克雷与诺伊

曼边界观测数据确定未知非线性项，学者们也做了大量的研究工作，主要是关于问题适定性的。关于存

在性的结果可以参考[9]，在某些附加条件下唯一性的结果可以参考[10] [11] [12]，而对非线性项稳定性的

结果参考[13]。从这些文献中可以看出，非线性方程反问题的主要特点是研究难度大—非线性方程的解会

表现出非常强的复杂性,使得方程本身难以掌控。 
尽管爆破方程的正问题仍是偏微分方程研究中的热点，但对于一些爆破方程的爆破速率我们无从得知，

从而难入手去研究相关爆破方程的反问题。据我们所知，目前基本上没有相关反问题的研究结果被发表。

对抛物型爆破正问题，1989 年[14]首先推导出一维半线性热传导方程的有限点爆破性质，[15]给出一类半

线性抛物型方程的爆破解，[16]提供了一维反应扩散方程的全局爆破条件，[17]讨论了一类半线性热传导

方程的爆破集合，而[18]则探究了初值条件和边值条件均爆破的抛物型方程的性质。以上这些文献采取的

方法在理论上为本文中爆破反问题的研究奠定了坚实的基础。 
为了将问题简化，我们不妨考虑空间变量 x 为一维的情形并研究如下抛物型逻辑斯谛方程的初边值问

题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]
( )

0

0,1

, ,  , 0,1 0, ,

,  0,1 ,

,  0, .

p
t xx

t

x

u u f x u b x t u x t T

u x

u t T
=

=

 − = − ∈ ×
 = ∞ ∈


= ∞ ∈

                        (1) 

其中，常数 0T > ， 1p > ，( ) [ ]0,1 0,T× 上的连续函数 ( ),b x t 可表示某生物种群的自限性系数且满足如

下条件：在 ( ) [ )0,1 0,T× 中 ( ), 0b x t > 和 [ ]0,1x∈ 时 ( ), 0b x T = ，而这里 [ ]0,1 上的连续函数 ( )f x 可表示该生
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物种群在空间分布中的出生率。问题(1)是一个在初始时刻和边界上同时爆破的非自治系统。本文中我们

主要研究如下反问题：利用问题(1)的爆破速率和附加观测数据确定未知函数 ( )f x 。这里要说明的是我们

不需要知道爆破解 ( ),u x t 在整个存在区域的观测值。在对爆破速率作某些限定的条件下，我们对此反问

题的存在性进行研究并得到如下主要结果。 
定理 1. 设方程满足如下条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1

0

2 1
0

, ,  , 0,1 0, ,

lim , ,  0,1 ,

lim , min ,1 , ,  0, .

p
t xx

p

t

p

x x

u u f x u b x t u x t T

u x t t x x

u x t x x c x t t T
β

ϕ− −

→

− + −

→


− = − ∈ ×

 = ∈

 − = ∈  

                   (2) 

其中 
1) 常数 00,  1, 0,1T p x> > = ； 
2) ( ) [ ]0 0,1f x Cα< ∈ ， ( )f xξ η≤ ≤ ，常数 0 1 2α< ≤ ， 0 ξ η< < ； 
3) ( ) ( ) [ ]( )2 ,1 2, 0,1 0,b x t C Tα α+ +∈ × 满足： [ ]0,1x∈ 时 ( ), 0b x T = ，在 ( ) [ )0,1 0,T× 中 ( ), 0b x t > ； 
4)存在常数 2β > − 及 [ )0,T 上的正值连续函数 ( )1 tα ， ( )2 tα 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2min ,1 , min ,1t x x b x t t x x
β β

α α− ≤ ≤ −        

对所有 ( ) ( ) [ ), 0,1 0,x t T∈ × 均成立，并且函数 ( ) ( ), min ,1b x t x x
β

−   可以连续延拓到 [ ] ( )0,1 0,T× 上； 
5) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1 ,0  0,1
p

x p b x xϕ
− −

= − ∈   ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )
[ ] ( )( )

1 12, 2 1 min ,1 , 1 0,1 , 0,
p

c x t p x x b x t p x t T
β −

 = + − − ∈ ∈     。 

如果对给定的常数 ( )0 1 2 1,2i iδ< < = 和 30 Tδ< < 成立： 

( ) ( ) [ ]2
3 1 2, ,1u x T h x Lδ δ δ− = ∈ − ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1
3, , , ,  0,p p

i i i i iu t c t g t t t Tβθ δ θ θ ϕ θ δ− + − − − = + + ∈ −  ， 

其中 ( ) ( )1 1 1,2i
i ii iθ δ= − − − = ，而 ( ),ig tθ 满足如下四个条件： 

(H1) 对固定的 ( )30,t T δ∈ − ，有 ( ) ( ), 0 0, 1, 2i ig t iθ δ→ → = ； 
(H2) 在 ( )30,T δ− 中， ( ),ig tθ 关于 t 可微且与 ( )1 1pt − 相乘得到的函数具有一定的赫尔德连续性； 
(H3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, ,  0p p

i ig t t c t t tθ θ− −→ − → ； 
(H4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1

3, ,  p p
i i i i ic t g t t h t Tβδ θ θ ϕ θ θ δ− + − − − + + → → −  ， 

则对给定的 ( ),b x t ， ( )h x 和 ( ) ( ), 1, 2ig t iθ = ，函数 ( )f x 在 [ ]1 2,1δ δ− 上是存在的。 
注：上述定理正是此爆破反问题的局部存在性定理，这里的观察数据 ( )xϕ 和 ( )0 ,c x t 分别表示初始时

刻和边界上的爆破速率，且二者均由 ( ),b x t 给出。另外，对函数 ( )f x 和 ( ),b x t 增加光滑性条件的目的是

为了保证在非爆破区域中解的光滑性。 

2. 前期准备 

为了证明定理 1，我们先做如下准备工作。 
定理 2.1. (勒贝格控制收敛定理 )设 ( ){ }nf x 为一可积函数列，其极限存在：当 n →∞ 时，

( ) ( ) ( )nf x f x x E→ ∈ ，且存在可积函数 ( )g x 使得 ( ) ( )nf x g x≤ ，则 ( )f x 可积，且下式成立： 

( )( ) lim nE Ex
f x f x

→∞
=∫ ∫ 。 
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证明：详见文献[19]中 P67。□ 
定理 2.2. (关于一类非线性抛物性爆破方程的正问题解)令 ( )R 1N NΩ⊂ ≥ 为有界光滑区域，常数

0, 1T p> > 。若方程满足如下 4 个条件： 
1) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,   , 0,p

tu u a x t u b x t u x t T− ∆ = − ∈Ω× ； 
2) { } ( )0 0,,  Tu u

Ω× ∂Ω×
= ∞ = ∞； 

3) ( ),a x t 和 ( ),b x t 分别在 [ ]0,TΩ× 和 [ ]0,TΩ× 上连续，在 [ )0,TΩ× 中 ( ), 0b x t > ，在Ω 中 ( ), 0b x t = ； 
4)存在常数 2β > − 以及 [ )0,T 上的正值连续函数 ( )1 tα ， ( )2 tα 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , ,t d x b x t t d xβ βα α∂Ω ≤ ≤ ∂Ω  

对所有 ( ) [ ), 0,x t T∈Ω× 均成立， 
则 
1) 对固定的 x∈Ω，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1, 1 ,0 0

ppu x t t p b x t
− −− − → − →   ； 

2) 若 ( ) ( ), ,b x t d x β∂Ω 可以延拓为 ( )0,TΩ× 上的连续函数 ( ),x tγ ，那么对固定的 ( )0,t T∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
1 12 1 2

0 0, , 2 1 , 1  
ppu x t d x p x t p x xβ γ
−− + −  ∂Ω → + − → ∈∂Ω  。 

证明：详见文献[18]。□ 
注：在定理 2.2 的条件下，由[18]知上述问题的正值解 ( ),u x t 在 ( )0,TΩ× 的任何紧子区域上有界，由

此可推出 ( ),u x t 在区域内部并不爆破，而在 0,t T= 时和侧面上爆破，且 ( ),u x t 在 t T= 时满足同样的方程。

另外，从定理 2.2 的结论可以看出爆破解 ( ),u x t 的爆破速率仅与函数 ( ),b x t 有关而与 ( ),a x t 无关。因此，

为了研究爆破反问题必须要增加其它观测数据。 
若在定理 2.2 中取 ( ) ( ) ( )1, 0,1 , ,N a x t f x= Ω = = ，则如下推论成立。 
推论 2.1. (特定方程正问题的解)若方程满足如下 4 个条件： 
1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,  , 0,1 0,p

t xxu u f x u b x t u x t T− = − ∈ × ； 
2) [ ] { } { } ( )0,1 0 0,1 0,,  Tu u

× ×
= ∞ = ∞； 

3) ( )f x 和 ( ),b x t 分别在 [ ]0,1 和 ( ) [ ]0,1 0,T× 上连续，在 ( ) [ )0,1 0,T× 中 ( ), 0b x t > ，在 [ ]0,1 中

( ), 0b x T = ； 
4) 存在常数 2β > − 以及 [ )0,T 上的正值连续函数 ( )1 tα ， ( )2 tα 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2min ,1 , min ,1t x x b x t t x x
β β

α α− ≤ ≤ −        

对所有 ( ) ( ) [ ), 0,1 0,x t T∈ × 均成立， 
则 
1) 对固定的 ( )0,1x∈ ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1, 1 ,0 0

ppu x t t p b x t
− −− − → − →   ； 

2) 若 ( ) ( ), min ,1b x t x x
β

−   可以延拓为 [ ] ( )0,1 0,T× 上的连续函数 ( ),x tγ ，那么对固定的 ( )0,t T∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
1 12 1 2

0 0 0, min ,1 2 1 , 1  , 0,1
pp

u x t x x p x t p x x x
β

γ
−− + −  − → + − → =     。 

3. 定理 1 的证明 

对于定理 1，我们将分成 4 个步骤来进行证明。 

3.1. 方程初边值条件的合理性检验 

对于问题(2)中的初边值条件，由定理 1 中所给的条件易知推论 2.1 的条件 1)~4)是满足的，因此，由
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推论 2.1 的结论可知问题(2)的爆破速率 ( )xϕ 和 ( )0 ,c x t 存在且在任一闭子区间上有界，即合理性满足。 

3.2. 方程初值条件的非爆破化处理 

令
( )1 1pv u t− −= ，则可以得到 ( ) ( ),0v x xϕ= ，在 ( )0,1 的任一闭子区间上有界。将

( )1 1pv u t− −= 代入(2)
可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2 1 1 1
0

1 , ,  , 0,1 0, ,

,0 ,  0,1 ,

lim , min ,1 , ,  0, .     

p
t xx

p p

x x

v v f x v v t p b x t v t x t T

v x x x

v x t x x c x t t t T
β

ϕ
− + − −

→


− = + − − ∈ ×   

 = ∈


− = ∈ ∗   

             (3) 

如图 1，图 2 所示，在进行非爆破化处理之后， ( ),v x t 中的初值条件不再爆破。 
 

 
Figure 1. ( ),u x t  

图 1. ( ),u x t  

 

 
Figure 2. ( ),v x t  

图 2. ( ),v x t  
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3.3. δ-线模型及增加必要观测数据 

对给定的常数 ( )0 1 2 1, 2i iδ< < = 及 30 Tδ< < ，如图 3 所示，设 [ ] [ ]1 2 3,1 0,Tδ δ δ− × − 围成的矩形部分

为δ-域，其竖直边界线为两条δ-线。要研究该方程的反问题，因边界的爆破，无法从边界直接入手，但我

们可以考虑距离边界很近的两条δ-线，解在δ-线上不爆破，可以对其做出一些观测，即把问题(3)中的条件

(*)换成如下条件：在δ-线上， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1
1 1 1 1 1, ,p pv t t tβδ δ ψ δ ϕ δ− + − −= + ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1
2 2 2 2 21 , 1 , 1p pv t t tβδ δ ψ δ ϕ δ− + − −− = − + − 。 

其中函数 ( ) ( )( ), 1 1 , 1,2i
i i i it i iψ θ θ δ= − − − = 在 ( )30,T δ− 上连续，可以看成是边界爆破速率 ( )0 ,c x t 的

近似观测值： 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,  1, 2i i i it c t g t iψ θ θ θ= + = 。
 

这里 ( ) ( ), 1, 2ig t iθ = 是已知的观测数据，且满足如下条件： 
(H1) 对固定的 ( )30,t T δ∈ − ，有 ( ) ( ), 0 0, 1, 2i ig t iθ δ→ → = ； 
(H2) 在 ( )30,T δ− 中， ( ),ig tθ 关于 t 可微且与 ( )1 1pt − 相乘得到的函数具有一定的赫尔德连续性； 
(H3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, ,  0p p

i ig t t c t t tθ θ− −→ − → ； 
(H4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1

3 3, , , ,  p p
i i i i i iu t c t g t t u T t Tβθ δ θ θ ϕ θ θ δ δ− + − − − = + + → − → −  ， 

由定理 1 的条件知在上面的条件(H3)中函数 ( ) ( )1 1, p
ic t tθ −

在 ( )30,T δ− 上是有界的，而(H4)的合理性可

由定理 2.2 的注记得到。另外，利用 ( ),v x t 的定义，问题(3)的初值条件以及 ( ),ig tθ 所满足的条件可以得

知：当 0t → 时， ( ) ( )1 1,v tδ ϕ δ→ 以及 ( ) ( )2 21 , 1v tδ ϕ δ− → − 。这样在δ-域内问题(3)的相容性是满足的。

由此可知，在δ-域上 ( ),v x t 的初边值均不是爆破的，从而可将原爆破反问题转化为经典的反问题来解决。 
综上所述，我们得到如下关于 ( ),v x t 的初边值问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2

2 1 1 1
1 1 1 1 1 3

2 1 1 1
2 2 2 2 2 3

1 , ,  , ,1 0, ,

,0 ,  ,1 ,

, , ,  0, ,

1 , 1 , 1 ,  0, .

p
t xx

p p

p p

v v f x v v t p b x t v t x t T

v x x x

v t t t t T

v t t t t T

β

β

δ δ δ

ϕ δ δ

δ δ ψ δ ϕ δ δ

δ δ ψ δ ϕ δ δ

− + − −

− + − −

 − = + − − ∈ − × −  
= ∈ −


= + ∈ −


− = − + − ∈ −

             (4) 

 

 
Figure 3. δ-domain 
图 3. δ-域 
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由定理 2.2，文献[8]，定理 1 条件以及 ( ) ( ), 1, 2ig t iθ = 的条件，可以得到如下结论： 

在δ-域上， ( ) [ ] [ ]( )2 ,1 2
1 2 3, ,1 0,α α δ δ δ+ +∈ − × −v x t C T                        (5) 

从而对于非线性抛物方程的经典定解问题(4)，方程右端的 ( ) ( )1 , pv t p b x t v t− −   在δ-域上是赫尔德

连续的。 
基于上述观察与分析，当 3t T δ= − 时，我们增加如下观测数据(超定数据)： 

( ) ( ) [ ]2
3 1 2, ,1δ δ δ− = ∈ −u x T h x L  

本文的主要目的是要证明在给定 ( ),b x t ， ( )h x 和 ( ) ( ), 1, 2ig t iθ = 的情况下未知函数 ( )f x 的存在性。 

3.4. 反问题存在性的证明 

关于定理 1 的证明方法，我们主要参考 2009 年文献[20]中的最优控制法，主要思路是将此爆破反问

题解的存在性转化为某个最优控制问题极小元的存在性。为此，下面我们首先令 ( ) ( ]1 2 3,1 0,Q Tδ δ δ= − × − ，

那么我们可以证明如下结果： 
定理 3.1. 存在 0f A∈ 使得 ( ) ( )0 min

f A
J f J f

∈
= ，其中泛函 ( )J f 定义如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

1 1

21 1 21 1
3 3

1 , ; d d
2 2

pJ f v x T f h x T x f x x
δ δ

δ δ

λ
δ δ

− −−= − − − + ∇∫ ∫ ，

( ) ( ) ( ) [ ]{ }2
1 20 , ,1A f x f x f x Lξ η δ δ= < ≤ ≤ ∇ ∈ − 。

 
这里 ( ), ;v x t f 是问题(4)关于任意给定的 f A∈ 的解， 0λ > 为正则化参数， 0η ξ> > 为给定常数。 
证明：显然，泛函 ( )J f 非负且存在下确界 ( )inf

f A
J f

∈
。考虑极小化序列 ( ),n nv f ，满足如下关系式： 

( ) ( ) ( ) ( )inf inf 1 ,  ,  , ; ,  1, 2,n n n nf A f A
J f J f J f n f A v v x t f n

∈ ∈
≤ ≤ + ∈ = = 。

 
注意到 ( )nJ f C≤ ，以下 0C > 表示不依赖于 n 的常数(可以不同)。由 ( )J f 的定义易得 

[ ]2
1 2,1n Lf C
δ δ−

∇ ≤ 。 

从而由索伯列夫嵌入定理知 

[ ]1 2
1 2,1n Cf C
δ δ−

≤ 。 

因此，由上式及(5)知 

( ) ( )1 2,1 4,n C Q
v x t C≤ ， 

( ) ( )2+1 2 ,1+1 4, ,n C
v x t C Q

ω
ω≤ ∀ ⊂ 。 

由巴拿赫空间理论，我们可以选取一子列，仍记为 ( ),n nv f ，满足：对给定的常数 0 1 2α< ≤ ，当 n →∞

时， 
( ) ( ) [ ]1 2

0 1 2,1nf x f x C δ δ→ ∈ − ，在 [ ]1 2,1Cα δ δ− 上一致收敛， 

( ) ( )0, ,nv x t v x t→ ，在 ( ) ( ), 2 2 ,1 2
locC Q C Qα α α α+ +∩ 上一致收敛。 

利用上述函数列一致收敛性易知极限函数对 ( )0 0,v f 满足问题(4)。 
由 2L 范数的下半连续性及勒贝格控制收敛定理得： 

( ) ( ) ( )0  
liminf minnn f A

J f J f J f
→∞ ∈

≤ = 。 

既然 0f A∈ ，即得 ( ) ( )0  
min
f A

J f J f
∈

= 。定理 3.1 证毕。□ 
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当给定的函数 ( ),b x t ， ( )h x 和 ( ) ( ), 1, 2ig t iθ = 满足定理 1 的条件时，由定理 3.1 知存在 ( )0 0,v f 满足问

题(4)且 [ ]0 1 20 ,1f Cα δ δ< ∈ − ，此时若令
( )1 1

0 0
pu t v− −= ，则在δ-域上 ( )0 0,u f 满足问题(2)，由此证明了 ( )f x

在 [ ]1 2,1δ δ− 上的存在性。定理 1 证毕。□ 
注：关于抛物型方程的反系数问题，我们还可以参考文献[21]。另外，我们猜测当 ( ) ( )0 0,1f x Cα< ∈

且爆破速率满足(4)中的条件时，此爆破反问题的解 ( )f x 在δ-域中是局部稳定的，相关的研究工作仍在进

行中。 

4. 结论 

4.1. 阐述δ-线意义 

在一般的爆破问题中，由于边界的爆破性，无法直接得到数据。为研究爆破反问题，我们引入了δ-
线，其意义在于将爆破反问题转化为经典的非爆破反问题。通过δ-线法可将未知系数的存在性确定在δ-
域之中，因此，对爆破方程反问题而言δ-线的引入在很大程度上是为了精确系数存在的范围。在真实的工

业生产中，例如仪器的边界不可测，可通过δ-线法，将仪器的故障排除在δ-域之外—可令δ 值不断减小来

精确故障的所在范围。 

4.2. 结论与开放性问题 

本文利用δ-线法将一类爆破反问题转化为经典的非爆破反问题，并证明了在特定条件下爆破反问题的

存在性。同时，本文证明的思路对讨论δ-域内反问题的唯一性与稳定性具有很重要的参考价值。最后，因

缺乏适当的观测数据，函数 ( )f x 在 [ ] [ ]1 20,1 \ ,1δ δ− 上仍是未知的，所以，当 0iδ → 时如何处理相应的爆

破反问题仍是一个具有挑战性的课题。 
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