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Abstract 
In this paper, we mainly study sufficient conditions for Steiner symmetrization on convex bodies. 
Firstly, according to the properties of Steiner symmetrization, such as volume-preserving, convex-
ity-preserving, monotonicity, surface area reduction and so on, we constructed a transformation 

uT  on convex bodies. Secondly, in accordance to Steiner symmetrization’s characterization and 
concept, we proved that uT  is Steiner symmetrization and came up with two homologous corolla-
ries. Finally, we obtained two sufficient conditions for Steiner symmetrization. 
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摘  要 

本文研究Steiner对称化在凸体上的充分条件。首先，我们根据Steiner对称化的性质，例如：保体积、

保凸性、单调性、表面积减小等，构造一个凸体的变换 uT 。其次，我们依据 uT 满足的条件及Steiner对
称化的概念，证明出 uT 为凸体上的Steiner对称化，并且得到两个类似的推论。本文最后构造出了Steiner
对称化的两个充分条件。 
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1. 引言 

1836 年，Jakob Steiner 介绍了凸体 Steiner 对称化的过程，并利用 Steiner 对称化尝试着证明了经典的

等周不等式和经典的 Brunn-Minkowski 不等式，这在[1]中第九章有详细证明过程。凸体在做 Steiner 对称

化后，它还有些重要的性质，例如：体积不变、保凸性、单调性、直径不增等，这些性质在[2] [3] [4] [5] 
[6]中可以查看，以及一般的紧集也可以做 Steiner 对称化，这可以在[7]中查看。除了在几何方向有着重要

作用外，Steiner 对称化还在分析及 PDE 方向起着重要的作用。 
我们要研究的问题是 Steiner 对称化的反问题，即构造一个在凸体上的变换 uT ，它在满足哪些条件的

情况下，使之成为 Steiner 对称？事实上这个问题的答案是肯定的，我们得到了两个定理，在 uT 满足保体

积、单调性等条件时，确定可以证明出其为 Steiner 对称化。在[8]中讨论了 Steiner 对称，Minkowski 对称，

中心对称等，其中就研究了 Steiner 对称化的反问题，也得出了 Steiner 对称化的两个漂亮的定理。本文通

过构造与其不同的条件，简洁地得出 Steiner 对称化反问题的两个定理。 
上述出现的相关概念与记号，将在后文中做详细叙述。 

2. 预备知识 

设 nK 为 nR 上全体凸体(紧凸集)构成的集合， 1nS − 表示单位球面，令 u 为欧几里德范数为 1 的向量，

即 11, nu u S −= ∈ ，且令 { }: , 0nu x R x u⊥ = ∈ = 是以 u 为法向且过原点的超平面，这里 , 为 nR 中通常的

内积。我们用 uSt K 表示 K 关于法向量 u 的 Steiner 对称，以下是它的定义[5]： 

( ){ }1: length ,
2uSt K x u x u Kλ λ λ = + ≤ + 

 
  

其中， ( )x u Kλ+ ≠ Φ 且 x u⊥∈ ，这里 { }:Ru u Rλ λ= ∈ ， ( ){ }length x Ru K+  表示线段 ( )x Ru K+  的

长度。 
注意：由 Steiner 对称的定义可容易得出： 

( ){ } ( ){ }length length ,ux Ru K x Ru St K+ = +   

且集合 uSt K 关于 u⊥对称。 
下面我们列出一些 Steiner 对称的性质定理，这将会在后文证明中用到。 
命题 2.1 [1]  ( )0 0 0, ,n n

u u uSt K x St K x x R K K⊥+ = + ∈ ∈ 。 

命题 2.2 [1]  ( ) ( ) , n
uV K V St K K K= ∈ ，V 表示体积。 

命题 2.3 [1]  , ,nC D K C D∀ ∈ ⊂ ，则 u uSt C St D⊂ 。 

命题 2.4 [1]  若 nC K∈ ，则 n
uSt K K∈ 。 

命题 2.5 [5]  , n
u uuuSt D D St D u D K⊥⊥

⊥= = ∈ 。 
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命题 2.6 [9] ( ) ( ) ( ) , , n
u u uSt C D St C St D C D K= ∈  ，且 

u uC D φ⊥ ⊥ = ， 

这里
uD ⊥ 表示 D 在 u⊥上的正交投影。 

说明：这里
u uC D φ⊥ ⊥ = 非必要条件，但在后文中只需要

u uC D φ⊥ ⊥ = 即可，其他情况将不作讨

论。 
Minkowski 对称有些好的性质，它与 Steiner 对称化有一些好的关系[5] [10]。 
设 nK K∈ 关于法向量 u 的 Minkowski 对称为 u Kτ ，它的定义如下： 

( ) 2,u uK K Kτ π= +  

其中 2 , ,u x x x u u x Kπ = − ∈ ，即 u Kπ 为 K 关于 u⊥的反射，也就是作 K 关于 u⊥的对称变换。那么当 K 关

于 u⊥对称时，有 u K Kπ = ，我们也很容易得到 u Kτ 为一个线性算子，即： 

( )1 2 1 2.u u uK K K Kτ τ τ+ = +  

引理 2.7 [5]  1,n nK K u S −∀ ∈ ∈ ，有 u uSt K Kτ⊂ 。 

证明  设 0x 为 K 在 { }: , 0u x x u⊥ = = 上的正交投影上的一个点，即 0 ux K ⊥∈ 。令 

( ) [ ]0 0 ,x Ru K x uα β+ = + ，则： 

( ) [ ] [ ]( )
( ) ( )

( )

0 0

0

0

, , 2

2, 2

.

u

u

x Ru K x

x u

x Ru St K

τ α β β α

α β β α

+ ⊃ + + − −

= + − −  
= +





 

故 u uSt K Kτ⊂ 。 

3. 定理的证明 

定理 3.1  1nu S −∀ ∈ ， : n n
uT K K→ 为 nK 上的映射， uT 满足以下条件： 

1) ( ) ( )uV K V T K= ， nK K∀ ∈ ； 

2) u uu uK T K T K u⊥ ⊥
⊥= =  ， nK K∀ ∈ ； 

3) ( )u u uT C D T C T D=  ， , nC D K∀ ∈ ，
u u

C D φ⊥ ⊥ = ； 

4) uT K 关于 u⊥对称， nK K∀ ∈ 。 

则 uT K 为 K 关于法向量 u 的 Steiner 对称。 
证明 
第一步： 
设 L 为垂直于超平面 u⊥的一条线段，显然 nL K∈ ，则

uL ⊥ 为 u⊥上的一点，记为 0x ，即 0uL x⊥ = ，

由条件(2)可知 0u uuT L L x⊥⊥ = = ，且 n
uT L K∈ ，则 uT L 必为垂直于超平面的连续线段，又由条件(1)知

( ) ( )length length uL T L= ，最后由条件(4)知 uT L 关于 u⊥对称，综上所述 u uT L St L= 。 

第二步： 
nK K∀ ∈ ，设 ( )x Ru K φ+ ≠ ， x u⊥∈ ，则： 

( ){ }
x u

K x Ru K
⊥∈

= + 



. 

对于 1 2,x x u⊥∀ ∈ ，且 1 2x x≠ 时，显然有： 

( ){ } ( ){ }1 2 ,
u u

x Ru K x Ru K φ⊥ ⊥+ + =    
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故由(3)可知： ( ){ }u u
x u

T K T x Ru K
⊥∈

= + 



。 

由第一步可知： 

( ){ } ( ){ },u uT x Ru K St x Ru K+ = +   

其中 ( )x Ru K φ+ ≠ ， x u⊥∈ 。 

则由上述可得： 

( ){ } ( ){ }u u u u
x u x u

T K T x Ru K St x Ru K St K
⊥ ⊥∈ ∈

= + = + = 

 

. 

由第一步和第二步我们可证得 uT K 为 K 关于法向量 u 的 Steiner 对称。证毕。 
推论 3.1  1nu S −∀ ∈ ， : n n

uT K K→ 为 nK 上的映射， uT 满足以下条件： 

1) ( ) ( )uV K V T K= ， nK K∀ ∈ ； 

2) u uu uK T K T K u⊥ ⊥
⊥= =  ， nK K∀ ∈ ； 

3) ( )u u uT C D T C T D=  ， , nC D K∀ ∈ ， u uu uT C T D φ⊥ ⊥ = ； 

4) ( )u u uT K T Kπ = ， nK K∀ ∈ 。 

则 uT K 为 K 关于法向量 u 的 Steiner 对称。 
证明  对于条件(3)，我们可以由条件(2)很容易得出

u uC D φ⊥ ⊥ = 。对于条件(4)，我们知道 uπ 是作 

关于超平面 u⊥的对称变换，故很容易由(4)得出 uT K 关于 u⊥对称。则由定理 3.1 可得 uT K 为 K 关于法向

量 u 的 Steiner 对称。证毕。 
推论 3.2  1nu S −∀ ∈ ， : n n

uT K K→ 为 nK 上的映射， uT 满足以下条件： 

1) ( ) ( )uV K V T K= ， nK K∀ ∈ ； 

2) u uu uK T K T K u⊥ ⊥
⊥= =  ， nK K∀ ∈ ； 

3) ( )u u uT C D T C T D=  ， , nC D K∀ ∈ ，
u uC D φ⊥ ⊥ = ； 

4) uT K 关于 u uλ⊥ + 对称， Rλ∈ ， nK K∀ ∈ 。 

则 ,n
u uK K T K St K uλ∀ ∈ = + 。 

说明：推论 3.2 的证明由定理 3.1 很容易得出，这里将不再证明。 
定理 3.2  1nu S −∀ ∈ ， : n n

uT K K→ 为 nK 上的映射， uT 满足以下条件： 

1) ( ) ( )uV K V T K= ， nK K∀ ∈ ； 

2) , ,nC D K C D∀ ∈ ⊂ ，有 u uT C T D⊂ ； 

3) , n
u uT K K K Kτ⊂ ∀ ∈ ； 

4) ( )0 0u u uT K x T K x ⊥+ = + 。 

则 uT K 为 K 关于法向量 u 的 Steiner 对称。 
证明 
第一步： 
设 nK K∈ 关于 u⊥对称，由条件(3)知： 

( ) ( )2 2 ,u u uT K K K K K K Kτ π⊂ = + = + =  

即 uT K K⊂ ，这里 ,uT K K 都为紧 ( 闭 ) 凸集。又由 (1) ( ) ( )uV T K V K= 知， uT K K= ，故有

u uT K K St K= = 。 
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对于上述 K 由(4)知： 

( ) ( )0 0 0 0 0, ,n
u u u uu uT K x T K x St K x St K x x R⊥ ⊥+ = + = + = + ∈  

即 ( ) ( )0 0u uT K x St K x+ = + 。 

所以对于 nK K∀ ∈ ，若 0
nx R∃ ∈ ，使得 0K x+ 关于 u⊥对称，则有 u uT K St K= 。 

第二步： 
对于 nK K∀ ∈ ，设

uK H⊥ = ，则 x H∀ ∈ ，有 ( )x Ru K φ+ ≠ ，记 ( ) xx Ru K l+ = ，则有： 

( ){ } ,x
x H x H

K x Ru K l
∈ ∈

= + =

 

 

由上述知 xl K⊂ ，且 n
xl K∈ ，故由条件(2)可得 u x uT l T K⊂ ，这里 xl 其实为垂直于 u⊥的线段，从而由

第一步的结论可知 u x uSt l T K⊂ ，由 x 的任意性知： 

( ) ,u x u u
x H

St l St K T K
∈

= ⊂


 

其中 ,u uSt K T K 都为紧(闭)凸集，又因为 ( ) ( ) ( )u uV St K V K V T K= = ，则 u uT K St K= 。 

综上所述 uT K 为 K 关于法向量 u 的 Steiner 对称。证毕。 

4. 结语  

本文根据 Steiner 对称化的性质构造出了一个映射 uT ，得到了 Steiner 对称化在凸体上的两个充分条

件。本文最大的难度就是如何确定映射 uT 满足的条件，我们通过阅读有关 Steiner 对称化性质的文献，经

过一系列的尝试，得到了 Steiner 对称化的充分条件，这使得读者可以更加具体地了解 Steiner 对称化。 
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