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Abstract 
If f  is an analytic function in the unit disk D , the weighted composition operator is defined as 

following: ( ) ( ) ( ) ( )( )ψ,W f z z f zψ ϕ ϕ= . In this paper, using the function theoretic of ψ  and ϕ  
characterize the compactness of weighted composition operator on Bloch space. 
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摘  要 

若 f 是单位圆盘 D 上的解析函数，定义加权复合算子如下： ( ) ( ) ( ) ( )( )ψ,W f z z f zψ ϕ ϕ= 借助ψ 和ϕ 的

函数特征给出了加权复合算子 ,Wψ ϕ 在Bloch空间上紧性的刻画。 
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1. 引言 

令 { }: 1D z z= < 是复平面 C 上的单位圆盘。 ( )H D 表示单位圆盘 D 上的解析函数。设 a D∈ ，

( )
1a
a zz

az
σ −

=
−

表示单位圆盘 D 上的莫比乌斯变换。 

定义 1.1：设 0 p< < ∞，若 ( )f H D∈ 且满足 

( ) ( )d ,
p

D
f z zσ < ∞∫  

则称 f 属于 Bergman 空间。 
定义 1.2：若 ( )f H D∈ 且满足 

( ) ( )2sup 1 ,z Df f z z
β ∈ ′= − < ∞  

则称 f 属于 Bloch 空间，记为 B 。赋予范数 ( )0Bf f f
β

= + ，Bloch 空间是一个 Banach 空间。由文献

[1]中的定理 1 可知， 

( ) 2sup .a D a A
f f f a

β
σ∈≈ −  

定义 1.3：若 ( )f H D∈ 且满足 

( ) ( )2sup 1 0,z D f z z∈∂ ′ − =  

则称 f 属于小 Bloch 空间，记为 0B 。 
定义 1.4：设 0 p< < ∞，若 ( )f H D∈ 且满足 

( )2π
0 1 0

1sup e d ,
2π

pi
r f r θ θ< < < ∞∫  

则称 f 属于 Hardy 空间。 
定义 1.5：设 0 p< < ∞，若 ( )f H D∈ 且满足 

( ) 22

*

1 dsup ,
2π 2πI D II

f f f ς
ς⊂∂= − < ∞∫  

则称 f 属于 BMOA 空间。赋予范数 ( )BMOA *0f f f= + ，BMOA 空间是一个 Banach 空间。由文献[2]

可知 

( ) 2* sup .a D a H
f f f aσ∈≈ −  

本文中用 ( )S D 表示单位圆盘 D 上解析自映射的全体。设 ( )H Dψ ∈ 和 ( )S Dϕ∈ 。复合算子和乘积

算子分别定义如下： 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) , .C f z f z M f z z f zϕ ψϕ ψ= =  

由ψ 和ϕ 诱导的加权复合算子 ,Wψ ϕ 定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( )( ), .W f z z f zψ ϕ ψ ϕ=  

由 Littlewood 从属定理可知，BMOA 空间上的复合算子有界。有关 BMOA 空间上的复合算子的研究

见参考文献[2] [3] [5] [6] [7] [11] [12] [13]。基于文献[11]的结果，乌兰哈斯教授在文献[12]中给出了 BMOA
空间上复合算子紧性的充要条件为：BMOA 空间上复合算子是紧的当且仅当 

( ) ** 1
lim 0, lim 0.n

an aϕ
ϕ σ ϕ

→∞ →
= =

 

在文献[13]中，乌兰哈斯教授、郑德超教授和朱克和教授给出了进一步的结论为：BMOA 空间上复

合算子是紧的当且仅当 

*
lim 0.n

n
ϕ

→∞
=  

在文献[4]中，Colonna 应用文献[13]中的形式给出的结论为：BMOA 空间上加权复合算子是紧的当

且仅当 

( ) ( )
( ) 22* 1

2lim 0, lim log 0.
1

n
a Hn a

a
aϕ

ψϕ ψ σ ψ
ϕ→∞ →

 
 = − =
 − 

  

受文献[4]和[7] [8] [9]的启发，本文给出了 Bloch 空间上加权复合算子紧性的充要条件。 

2. 主要结论 

本节中给出了 Bloch 空间上加权复合算子 ,Wψ ϕ 是紧的充要条件的刻画，该刻画主要依赖于ψ 和ϕ 的

函数特征。 
引理 2.1 [10]：设 2 p≤ < ∞，那么有 

( ) ( )2sup sup .pa D a a D aA A
f f a f f aσ σ∈ ∈− ≈ −   

引理 2.2：设ψ 属于 Bloch 空间和 ( )S Dϕ∈ 。那么对任意 f 属于 Bloch 空间，存在一个常数C 使得 

( )( ) ( )( )( )
( ) ( )

2

2 2

2

sup .

a a A

a a D aA A

a f f a

C a a

ψ σ ψ ϕ σ ϕ

ψ σ ψ ψ σ ψ∈

− ⋅ −

≤ − ⋅ −

  

 

 

证明：令 ( )a aψ σ ψΦ = −
和 ( )( )aF f f aϕ σ ϕ= −  ，由引理 2.1 和 Holder 不等式可得结论。 

引理 2.3 [1]：设 f 属于 Bloch 空间和 z D∈ ，那么有 

( ) 2

2log .
1 Bf z f

z
≤

−
 

定理 1：设ψ 属于 Bloch 空间和 ( )S Dϕ∈ 。若 ,Wψ ϕ 在 Bloch 空间上有界，那么 Bloch 空间上加权复

合算子 ,Wψ ϕ 是紧的充要条件为： 

( ){ } ( ):1
limsup , , 0,

a D a rr
a

ϕ
α ψ ϕ

∈ >→
=                                  (1) 

( ){ } ( ):1
limsup , , 0,

a D a rr
a

ϕ
β ψ ϕ

∈ >→
=                                  (2) 
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对任意的 ( )0,1R∈ ， 

( ){ } ( ) ( )( )

2

: , ,1
limsup d 0,aa D a r E a tr

z z
ϕ ϕ

ψ σ σ
∈ >→

=∫                            (3) 

其中 ( ) ( ){ }, , : aaE a t z D tϕϕ σ ϕ σ= ∈ >  。 

证明：设 ,Wψ ϕ 在 Bloch 空间上有界。那么(1)、(2)和(3)式成立。 
如果(1)不成立，那么存在一个正数δ 和一个单位上的数列{ }na 使得 

( ) ( ) ( )1 , , , 0.n na n aϕ α ψ ϕ δ→ →∞ ≥ >  

对任意的 n∈，令 ( ) ( )
nn naf aϕσ ϕ= − ，易验证 nf 属于 Bloch 空间。根据文献[10]中的(2-17)可得 

( ) ( ) 2 ,, , sup .
n nn a D a n n BA

a a W fψ ϕα ψ ϕ ψ σ ψ∈≤ − +  

由文献[10]中的定理 2.8 和 ( ) ( )1na nϕ → →∞ ，可知，当 n →∞， 

( )
( )

( )2

1

2

2sup log sup , , 0.
1n na D a n a DA

n

a a
a

ψ σ ψ β ψ ϕ
ϕ

−

∈ ∈

 
 − ≤ →
 − 

  

另有， nf 在单位圆盘的紧子集上一致收敛到零，那么有 ,lim 0n Bn
W fψ ϕ→∞

= 。所以 

( )lim , , 0,nn
aα ψ ϕ

→∞
=  

这与假设相矛盾。即(1)是 ,Wψ ϕ 在 Bloch 空间上紧的必要条件。 
其次，假设(2)不成立，那么存在一个正数δ 和一个单位上的数列{ }na 使得 

( ) ( ) ( )1 , , , 0.n na n aϕ β ψ ϕ δ→ →∞ ≥ >  

对任意的 n∈ ，令 ( )( )( )log 2 1n nh a zϕ= − 和 ( )( )2
n n n ng h h aϕ= 。很容易验证 0ng B∈ 。那么有，

( ) 2supa D n a n A
g g aσ∈ − < ∞ 。故，由文献[9]中的(2-19)和引理 3.1 可得 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

2

2 2

22

1 2

, ,

, ,

sup

, , .

n

n n

n a n n n A

n a a D a nB A A

n a n n n a n AA

a a g a

C g a a

W g W g a a g g aψ ϕ ψ ϕ

β ψ ϕ ψ σ ψ ϕ

ψ σ ψ ψ σ ψ

σ α ψ ϕ σ

∈

= − ⋅

≤ − ⋅ −

+ − + −



 

 

 

所以，当 n →∞时， 

( ) ( )2 2sup 0
n na a D a nA A

a aψ σ ψ ψ σ ψ∈− ⋅ − →  和 ( ), , 0.naα ψ ϕ →  

由于 ng 在单位圆盘的紧子集上一致收敛到零，故 ,lim 0n Bn
W gψ ϕ→∞

= 。因此 

( )lim , , 0,nn
aβ ψ ϕ

→∞
=  

这与假设相矛盾。即(2)是 ,Wψ ϕ 在 Bloch 空间上紧的必要条件。 
最后，假设(3)不成立。当 n →∞，那么存在 ( )0,1 , 0, nR a Dδ∈ > ∈ 和 ( )0,1nt ∈ 使得 ( )na Rϕ ≤ 和 

( ){ } ( ) ( )( )

2

: , ,1
limsup d 0.aa D a r E a tr

z z
ϕ ϕ

ψ σ σ δ
∈ >→

≥ >∫   
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选取的一个列为{ }n
nt 。令 ( ) ( ) ( )( ) ,

n

n

n af z z z Dϕσ= ∈ 。那么，对任意的 n N∈ ， 2n Bf ≤ 和 

( )
( ) ( )( )

2

22
,

2 2 2
, ,

d .

n n

n n

n a n aB A

n n
a n nE a t

W f f

z t z t

ψ ϕ

ϕ

ψ σ ϕ σ

ψ σ σ δ

≥ ⋅

≥ ≥∫

  



 

由于 ( ) 1na Rϕ ≤ < ， nf 在单位圆盘的紧子集上一致收敛到零，那么有 ,lim 0n Bn
W fψ ϕ→∞

= 。这与假设相

矛盾。即(3)是 ,Wψ ϕ 在 Bloch 空间上紧的必要条件。 
反之，假设(1)、(2)和(3)式成立。令 nf B∈ 且 nf 在单位圆盘的紧子集上一致收敛到零。接下来需要证

明 ,lim 0n Bn
W fψ ϕ→∞

= 。令 0 1ε< < ，根据(1)、(2)和(3)式，存在 ( ) ( )0,1 , 0,1r t∈ ∈ 和 0n ∈使得 

( ){ } ( ) ( )
( )

1 2

2

1sup max , , , , , log ,
1a r

a a
aϕ

α ψ ϕ β ψ ϕ ε
ϕ>

    + <  −   

                    (4) 

( ){ } ( )( ) ( )2 4
: , ,

sup d ,aa D a r E a t
z z

ϕ ϕ
ψ σ σ ε

∈ ≤
<∫                                (5) 

和 

{ } ( )
0

sup max 1,w Q nn n f w ε∈≥ < <                                   (6) 

其中 ( ){ }: : ,bQ rD z D b rD z tD Dσ= ∪ ∈ ∈ ∈ ⊂ 。 

另一方面，对任意的 0n ∈，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
2

2

, , , ,

, ,

1 2 3

0 sup

sup

,

n n n a na rB A

n a na r A

W f W f W f W f a

W f W f a

A A A

ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕϕ

ψ ϕ ψ ϕϕ

σ

σ

>

≤

≤ + −

+ −

= + +



  

其中 

( )( )1 , 0 ,nA W fψ ϕ=  

( ) ( ) ( )( ) 22 , ,sup ,n a na r A
A W f W f aψ ϕ ψ ϕϕ σ>= −  

和 

( ) ( ) ( )( ) 23 , ,sup .n a na r A
A W f W f aψ ϕ ψ ϕϕ σ≤= −  

由引理 2.3 和(4)式，可知 ( )( )1 , 0nA W fψ ϕ ε= < 。根据文献[10]中的(2.13)和引理 2.1，可得 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )( )

2

2 2

2

2 , ,

1 21

2

sup

sup

sup , , , ,

2sup log , ,
1

sup , , , , .

n a na r A

a a D aA A

a r

aa r A
n

a r

A W f W f a

C a a

a a

C a a
a

a a

ψ ϕ ψ ϕϕ

ϕ

ϕ

ϕ

σ

ψ σ ψ ψ σ ψ

α ψ ϕ β ψ ϕ

ψ σ ψ β ψ ϕ
ϕ

α ψ ϕ β ψ ϕ

>

∈

>

−

>

>

= −

≤ − ⋅ −

+ +

    ≤ −  −   
+ +



 



 

https://doi.org/10.12677/pm.2018.81001


肖嘉琪，马卓仕 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2018.81001 6 理论数学 
 

由于 ,Wψ ϕ 在 Bloch 空间上有界，故由文献[10]中定理 2.8 可知 ( ), ,aβ ψ ϕ < ∞。所以，由(4)式可推导

出 2A Cε≤ 。 

对于 3A ，令 ( )( ),n a n a nF f f aϕ σ ϕ= −  。那么，根据(6)式，可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )

2 2

2

2

3

1 2
4 5

1 2
4 5

sup sup

sup

max

,

a D a aa rA A

a n a na r A

a nw rA

A a a

f f a

a f A A

A A

ϕ

ϕ

ψ σ ψ ψ σ ψ

ψ σ ϕ σ ϕ

ψ σ ψ

ε

∈ ≤

≤

≤

≤ − ⋅ −

+ −

≤ − + +

≤ + +

 

  

 

 

其中 

( ){ } ( ) ( ) ( )( )

2
4 ,\ , ,

sup d ,a n aa r D E a t
A z F z z

ϕ ϕ
ψ σ σ

≤ ∂
= ∫   

( ){ } ( ) ( ) ( )( )

2
5 ,, ,

sup d .a n aa r E a t
A z F z z

ϕ ϕ
ψ σ σ

≤
= ∫   

对 a D∈ 和 0n n≥ ，令 ( ) ( )( ),n a naG f f aϕσ ϕ= − 和 ( ) ( )( )a a na f aϕλ σ ϕ σ ϕ= −  。 

则 ( ), 0 0n aG = 和 ( ), ,n a n a aF G ϕσ=  。根据文献[9]中的(3-19)式，对任意的 ( )\ , ,z D E a tϕ∈∂ 可得 

( ) ( )( ) ( ) ( ), , ,2 max .n a n a a a n aw tF z G z z G wλ λ ≤= ≤  

因此， 

( ){ } ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) 2

2
,\ , ,

2

,

sup d

4 max ,

a n aa r D E a t

n a a aw t A

z F z z

G w

ϕ ϕ
ψ σ σ

ψ σ λ

≤ ∂

≤≤ ⋅

∫ 



 

显然，由(6)式，当 ( )a rϕ ≤ ，可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ),max max 2n a n naw t w tG w f w f aϕσ ϕ ε≤ ≤≤ + ≤  

和 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
22 2

2 sup , , .

a a a a a AA A

a a a DA

a a

a a

ψ σ λ ψ σ ψ λ ψ λ

ψ σ ψ λ α ψ ϕ∈∞

⋅ ≤ − ⋅ + ⋅

≤ − + < ∞

 



 

因此， 2
4A Cε≤ 。 

对 5A ，根据 Holder 不等式和(5)，有 

( ){ } ( ) ( )( )( )
( ){ } ( ) ( ) ( )( )( )

( ){ } ( ) 4 4

1 22
5 , ,

1 242
,, ,

2
, ,

sup d

sup d

sup .

aa r E a t

a n aa r E a t

a n a n aa r A A

A z z

z F z z

F F

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ψ σ σ

ψ σ σ

ε ψ σ

≤

≤

≤

≤

⋅

≤ ⋅

∫

∫







 

根据引理 2.1 和文献[2]中的引理 2.7，可得 

( )( )4 2, .n a n a nA A
F C f f a Cϕ σ ϕ≤ − ≤   

更进一步， 
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( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( )( )

( ){ } ( )( ) ( )( )

( )( )

4 2

4

2

, , ,

,

sup sup

sup

.

a n a n a na r a rA A

a na r A

n a AB

F W f W f a

a f a

C W f a

ψ ϕ ψ ϕϕ ϕ

ϕ

ψ ϕ

ψ σ σ

ψ σ ψ ϕ

ψ σ ψ

≤ ≤

≤

⋅ ≤ −

+ − ⋅

≤ −

 





 

因此， 2
5A Cε≤ 。所以， 5A Cε≤ 。所以有 

0 , 1 2 3sup ,n n n B
W f A A A Cψ ϕ ε≥ ≤ + + ≤  

其中C 与 ε 无关。 
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