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Abstract 
According to the Lp mixed volume, Ludwig extended the notion of Lp-affine surface area. Recently, 
Wang and He extended the Lp dual affine surface area. More recently, Ma studied the i-th Lp affine 
surface area. In this paper, we introduce the concept of i-th Lp dual affine surface area and estab-
lished some inequalities according to the Brunn-Minowski-Fiery. 
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摘  要 

Ludwig根据Lp混合体积的定义引进了Lp仿射表面积的概念，随后汪和何定义了Lp仿射对偶仿射表面积。

近年，马统一引进了 i阶Lp仿射表面积，本文介绍了的 i阶Lp对偶仿射表面积的定义并且利用

Brunn-Minowski-Fiery理论建立了几个不等式。 
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1. 引言和主要结果 

这篇文章的背景是 n 维欧氏空间 n 。设 n 是 n 维欧氏空间 n 中的凸体(有非空内点的紧凸集)的集

合。用 n
o ， n

c 和 n
s 分别表示 n 中包含原点为内点的凸体集合，中心在原点的凸体集合和关于原点对

称的凸体集合。用 ( )iV K 表示的 i 维体积凸体 K 的 i 维体积， n
o 表示 n 中的凸体(关于原点)，标准单位

球 B 的 n 维体积用 nω 表示，并用 1nS − 表示 n 中的单位球面。 
Leichtweiß ([1])给出仿射表面积的定义，若 nK ∈ ， K 的仿射表面积 ( )KΩ 被定义为： 

( ) ( ) ( )
1 1 1

1inf , :
n

nn n np on K nV K Q V Q Q S
+− ∗ Ω = ∈ 

 
                        (1.1) 

Lutwak 根据 pL 混合体积引进了 pL 仿射表面积([2])。若 n
oK ∈ ， 1p ≥ ，K 的 pL 仿射表面积 ( )KΩ 被

定义为： 

( ) ( ) ( )inf , :
p n p p

nn n np p on K nV K Q V Q Q S
+− ∗ Ω = ∈ 

 
                        (1.2) 

显然，当 1p = ， ( )p KΩ 就是经典的仿射表面积。 
2008 年，根据 pL 混合体积的定义([3])，汪和何给出对偶仿射表面积的定义，若 n

oK ∈ ，1 p n≤ ≤ ，

pL 对偶仿射表面积 ( )p K−Ω 被定义为： 

( ) ( ) ( )inf , :
p n p p

nn n np p on K nV K Q V Q Q S
−

−∗
− −

 Ω = ∈ 
 

                         (1.3) 

近年来，马统一([4])将 pL 仿射表面积 ( )p KΩ 引入到 i 阶 pL 仿射表面积 ( )i
p KΩ ，若 

n
oK ∈ ， { }0,1, ,i n∈  ， i 阶 pL 仿射表面积 ( )i

p KΩ 被定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ),inf , :
p n p i p

i nn i n i n ip p i i on K nW K Q W Q Q S
+ −− ∗− − −

 Ω = ∈ 
 

                      (1.4) 

随后，马统一和冯宜彬给出了 i 阶 pL 仿射表面积的完整定义([5])。若 { }0, 0,1, ,p i n≥ ∈  ，且 ,
n

i oK ∈ ，

则 i 阶 pL 仿射表面积 ( )i
p KΩ 的定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, , d
n

n i
i n p ip p iS

K f K u S u
−

−
+ −Ω = ∫                               (1.5) 

令(1.5)中的 0i = ， i 阶 pL 对偶仿射表面积就是经典的 pL 仿射表面积([6])。 

现在我们定义 i 阶 pL 对偶仿射表面积。若 n
oK ∈ ， { }0,1, , , 1i n p∈ ≥ ，则 i 阶 pL 对偶仿射表面积

( )i
p K−Ω 的定义如下： 
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( ) ( ) ( ) ( ),inf , :
p n p i p

i nn i n i n ip p i i on K nW K Q W Q Q S
− −

−∗− − −
− −

 Ω = ∈ 
 

                        (1.6) 

定理 1.1：若 n
cK ∈ ， { }0,1, , 1i n∈ − ，且 1p ≥ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )2n p i n i pi n p i p
p n i iK n W K W Kω− − −− − −

−Ω ≤                             (1.7) 

当 0i = 时，等号成立当且仅当 K 是一个椭球体，当 0 1i n< < − 时，当且仅当 K 是一个中心在原点

的 n 维球。 
定理 1.2：若 n

cK ∈ ， { }0,1, , 1i n∈ − ，且 1p ≥ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
p

n p i p n p ii n p i
p i n i i

n
K n W K

i
ωω− − − + −− −

− −
 

Ω ≤  
 

                         (1.8) 

当 0i = 时，等号成立当且仅当 K 是一个椭球体，当 0 1i n< < − 时，当且仅当 K 是一个中心在原点

的 ( )n i− 维球。 
定理 1.3：若 n

cK ∈ ， { }0,1, , 1i n∈ − ，且 1p ≥ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2i i
p p i iK K n W K W K∗ ∗

− −Ω Ω ≤                                (1.9) 

当 0i = 时，等号成立当且仅当 K 是一个中心在原点的椭球体，当 0 1i n< < − 时，当且仅当 K 是一

个中心在原点的球。 
定理 1.1~1.3 的证明在第三部分。 

2. 预备知识 

如果 nK ∈ ， K 的支撑函数 ( ) ( ), : ,n
Kh h K= ⋅ −∞ ∞ 被定义为([7] [8]) 

( ) { }, max : , nh K x x y y K x= ⋅ ∈ ∈                               (2.1) 

这里 x y⋅ 表示 x 和 y 的标准内积。 
如果 K 是 n 中一个紧的星形(关于原点)，则 K 的径向函数 ( ) [ ), : \ 0,n

K Kρ ρ= ⋅ ∞ 被定义为([7] [8])： 

( ) { } { }, max 0 : , \ 0nK x x K xρ λ λ= > ∈ ∈                            (2.2) 

如果 Kρ 是正连续的函数，则称 K 是一个星体(关于原点)。如果 ( ) ( ), ,K u L uρ ρ 是与 1nu S −∈ 无关的，

则称星体 K 和 L 是互相膨胀的。 
对于 n

oK ∈ ， K 的极体 K ∗ 被定义为：([7] [8]) 

{ }: 1,nK x x y y K∗ = ∈ ⋅ ≤ ∈                                 (2.3) 

根据(2.3)，我们有 ( )K K
∗∗ = ，且 

1
K

K

h
ρ∗ = ，

1
K

Kh
ρ ∗ =                                    (2.4) 

对于 n
cK ∈ 和它的极体 K ∗ ，Blaschke-Santaló 不等式([6])的证明如下： 

引理 2.1：若 n
cK ∈ ，则 

( ) ( ) 2
nV K V K ω∗ ≤                                      (2.5) 

等号成立当且仅当 K 是一个椭球体。 
注意当 n

oK S∈ ， K 的体积 ( )V K 如下： 
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( ) ( ) ( )1

1 dn
n
KS

V K u S u
n

ρ−= ∫                                  (2.6) 

这里 S 是 1nS − 上 Lebesgue 测度。 
如果 , n

oK L∈ ， 0, , 0p λ µ> ≥ ，(不同时为零)，K 和 L 的 pL 线性组合 n
P oK L Sλ µ⋅ + ⋅ ∈ 被定义为([2]) 

( ) ( ) ( ), , ,p p pK p L K Lρ λ µ λρ µρ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅                            (2.7) 

1996 年，给出了 pL 对偶混合体积的概念([2])：如果 , n
oK L S∈ ， 1p ≥ 且 0ε > ， K 和 L 的 pL 对偶混

合体积被定义为： 

( ) ( ) ( )
0

, lim p
p

V K L V Kn V K L
p ε

ε
ε

−
− →

+ ⋅ −
=

−
                            (2.8) 

由(2.2)和(2.3)，Haberl 给出了 pL 对偶混合体积的完整表述：如果 , n
oK L S∈ ，且 0p > ，则 

( ) ( ) ( ) ( )1

1, dn
n p p

p K LS
V K L u u S u

n
ρ ρ−

+ −
− = ∫                             (2.9) 

由(2.3)和(2.4)，我们可以得到对任意 n
oK S∈ ，且 0p > ， 

( ) ( ),pV K K V K− =                                    (2.10) 

pL 对偶混合均质积分的定义如下：如果 , n
oK L S∈ ， 1p ≥ ， 0ε > 且实数 i n≠ ， K 和 L 的 pL 对偶混

合均质积分 ( ), ,p iW K L−
 被定义为([9])： 

( ) ( ) ( )
,

0
, lim i p i

p i

W K L W Kn iW K L
p ε

ε
ε+

−
−

→

+ ⋅ −−
=

−

 

                         (2.11) 

若 0i = ，则(2.11)就是经典的 pL 对偶混合体积，即 ( ) ( ),0 , ,p pW K L V K L− −=  。 

根据(2.11)，王卫东和冷岗松给出了 pL 对偶混合均质积分的完整表述([9])：如果 , n
oK L S∈ ， 1p ≥ 且

实数 i n≠ ， n p+ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )1,
1, dn

n p i p
p i K LS

W K L u u S u
n

ρ ρ−
+ − −

− = ∫                          (2.12) 

结合(2.10)和(2.12)，若 n
oK ∈ ， 1p ≥ ，且 i n≠ ， n p+ ，则： 

( ) ( ), ,p i iW K K W K− =                                     (2.13) 

引理 2.2：([10])如果 n
oK ∈ ，且 0 ,i n i< < ∈，则 

( ) ( )
in i
nni nW K V K ω

−

≤                                    (2.14) 

等号成立当且仅当 K 是一个中心在原点的 n 维椭球体。 
引理 2.2：([10])若 n

oK ∈ ，且 { }1, , 1i n∈ − ，则 

( ) ( )i iW K W K≤                                      (2.15) 

等号成立当且仅当 K 是一个中心在原点的 n 维椭球体。 

3. 定理 1.1~1.3 的证明 

定理 1.1 的证明：根据定义 ( ) ( )i
p K−Ω ，可以得到如果 n

cK ∈ ， n
oQ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
n in p i pi n p i

p p i iK n W K Q W Q
−− − −− − ∗

− −Ω ≤   。 
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令Q K ∗= ，则有 
( ) ( ) ( ) ( ) pn p i n ii n p i

p i iK n W K W K
−− − −− − ∗

−Ω ≤                               (3.1) 

结合 Blaschke-Santaló 不等式(2.5)和引理 2.2，可以得到： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )

2 (

2

pn p i p n i pi n p i
p i i i i

ip n ip
n i pn p i n n

i n

n in p i p
n i

K W K n W K W K W K

n W K V K V K

n W K

ω

ω

−− − − − −− − ∗
−

− − −
− −− − ∗

−− − −

Ω ≤

 
≤  

 

≤

    





。 

因此， 
( ) ( ) ( ) ( )2n p i n i pi n p i p

p n i iK n W K W Kω− − −− − −
−Ω ≤   。 

由Blaschke-Santaló不等式(2.5)和引理2.2中等号成立的条件可得，当 0i = 时等号在不等式(1.7)中成立

当且仅当 K 是一个椭球体。当 0 1i n< < − 时，等号在不等式(1.7)中成立当且仅当 K 是一个中心在原点的

n 维椭球体。 
定理 1.2 的证明：结合不等式(3.1)和 Blaschke-Santaló 不等式(2.5)，我们有 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2

2
2 2

( )n p i n ii n p i p
p i i

pn p in p i
i i i

p
pn p in p i p

i i n i n i

p
p n p in p i p

i n i n i

K n W K W K

n W K W K W K

n
n W K V K V K

i

n
n W K

i

ω

ωω ω

− − −− − ∗ −
−

−+ −− − ∗

−+ −− − − ∗
− −

− + −− − −
−

Ω ≤

 =  

   =     

 
≤  

 

 

  





。 

在证明过程中我们很容易得到当 0i = 时，等号在不等式(1.8)中成立当且仅当 K 是一个椭球体。当

0 1i n< ≤ − 时，等号在不等式(1.8)中成立当且仅当 K 是一个中心在原点的 ( )n i− 维椭球体。 
定理 1.3 的证明：由 ( ) ( )i

p K−Ω 定义可得 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
p n p i p

in i n i n ip p i in K nW K Q W Q
− − −

∗− − −
− −Ω ≤   。 

对任何 n
oQ∈ ，令Q K ∗= ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )
p pn p i

in i n in ip i in K nW K W K
−− −

∗− −−
−Ω ≤                                (3.2) 

令 K K ∗= ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )
p n p i p

in i n i n ip i in K nW K W K
− − −

∗ ∗− − −
−Ω ≤                               (3.3) 

结合(3.2)，(3.3)和引理，可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

2

2

p
n i

n p i
n i

n p i
i i n i
p p

n p i
n i

i i i i

n p i
n i

i i

K K

n W K W K W K W K

n W K W K

−
−

− −
−

− −
∗ −

− −

− −
∗ ∗−

− −
∗−

Ω Ω

≤

≤

 

   

 

。 
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因此， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2i i

p p i iK K n W K W K∗ ∗
− −Ω Ω ≤    ， 

根据引理 2.3 中等号成立的条件，可以得到当 0i = 时，在不等式(1.9)中等号成立当且仅当 K 是一个

椭球体。当 0 1i n< ≤ − 时，等号在不等式(1.9)中成立当且仅当 K 是一个中心在原点的椭球体。 
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