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Abstract 
In this paper, we investigate Bӓcklund transformations of several types of KdV equations. We ob-
tain the solitary wave solutions of a new type KdV equation and a fifth-order KdV equation with 
the help of Bӓcklund transformations. 
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摘  要 

本文研究了几类KdV型方程之间的贝克隆变换。通过贝克隆变换，本文求得了一类新型KdV方程和一类

五阶KdV方程的孤立子解。 
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1. 引言 

贝克隆变换作为一种求解非线性发展方程的有效方法一直引起研究者们的广泛关注[1]-[6]，它使求解

方程的问题转变成纯代数的运算。贝克隆变换在孤立子理论中有广泛的应用，最近研究者们利用贝克隆

变换，求出 mKdV 方程的呼吸子解，并证明其渐近稳定性[7]，显示其在证明孤子方程解的动力学行为上

也有重要作用。 
本文将研究几类 KdV 型方程的贝克隆变换，它们分别为经典的 KdV 方程和 mKdV 方程，以及一类

新型的 KdV 方程和两类五阶 KdV 方程。通过贝克隆变换，我们求得新型的 KdV 方程和五阶 mKdV 方程

的孤立子解。本文安排如下：第二小节我们给出贝克隆变换的定义；第三节我们给出几类经典 KdV 方程

之间的贝克隆变换，并通过变换求出其孤立子解；第四小节我们推广了经典的 Miura 变换，我们得出了

两类五阶 KdV 方程的贝克隆变换，并求出它们的孤立子解。 

2. 贝克隆变换的定义 

我们回忆[2]中的贝克隆定义： 考虑如下非线性发展方程 

( )tu K u=  

其中未知函数 u 依赖于独立变量 x 和 t ，对固定的t， ( ) ( ), nu t x S∈  ， ( )nS  为 Schwartz 空间。记另一

非线性发展方程如下 

( )tv G v= ，对固定的 t ， ( ) ( ), nu t x S∈   

贝克隆变换的定义如下： 
定义：给定两个发展方程 ( )tu K u= 和 ( )tv G v= ，则 ( ), 0B u v = 表示上述两个方程解 ( ),u t x 和 ( ),v t x

之间的一个贝克隆变换，满足若 

( ) ( )( )
0

, , , 0
t

B u t x v t x
=
= ，则有 ( ) ( )( )

0
0, , , 0, 0

t t
B u t x v t x t

=
= ∀ > 。 

由定义可知，两个发展方程的解可由方程之间的贝克隆变换联系起来： 

( ) ( )
B

t tu K u v G v= ↔ =  

3. KdV 型方程的贝克隆变换和孤立子解 

本节我们讨论三种 KdV 型方程的贝克隆变换，他们分别为 KdV 方程，mKdV 方程和一种新型的 KdV
方程，它们分别如下： 

( )6 0 KdVt xxx xu u uu− + =  

( )26 0 mKdVt xxx xv v v v− + =  

( )3 0 New KdVx xx
t xxx

Q QQ Q
Q

− + =  

我们特别考虑上述方程的孤立子解。KdV 方程和 mKdV 方程在孤立子理论的发展中起了十分重要的
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作用。1968 年，R. M. Miura [5]发现的 KdV 方程与 mKdV 方程的有如下著名的变换关系： 

( )2 Miuraxu v v= − −  

由贝克隆变换的定义可知，Miura 变换是一种特殊的贝克隆变换。 
关于第三个 KdV 方程的贝克隆变换，我们有如下结果： 
命题 1：方程(New KdV)与 mKdV 方程的贝克隆变换为： 

( )lnxQv Q
Q

′= =                                       (1) 

方程(New KdV)与 KdV 方程的贝克隆变换为： 

xxQu
Q

= −                                          (2) 

证明：由于我们假设解在 Schwartz 空间，直接把(1)式带入 mKdV 方程，有： 
2

6 0x x x x

t xxx x

Q Q Q Q
Q Q Q Q

       
− + =       

       
 

通过化简可得 
3 3

23 2 2 0t xxx x xx x x

x x

Q Q Q Q Q Q
Q Q Q QQ

      
 − − + − =     
       

 

即可得方程(New KdV)。 
另一方面，用同样的方法我们可把(2)式直接带入 KdV 方程也可得到方程(New KdV)，但此时计算量

比较大。我们直接用 Miura 变换，把(1)式带入得到 
2 22

2
x x xx x x xx

x

Q Q Q Q Q Q Qu
Q Q Q QQ

     −
= − − = − − = −     

     
 

证毕。 
我们考虑通过贝克隆变换来求得方程(New KdV)的孤立子解，为此我们先求 mKdV 方程的孤立子解。

为此，我们用行波法，令 

( ) ( ) ( ),v t x R x ct R ξ= − = ，其中 0c > ， x ctξ = −  

代入 mKdV 方程， 

( )2 36 2 0cR R R R cR R R ′′ ′′′ ′ ′ ′′′− − + = − − + =  

关于空间变量积分一次，得到 32cR R R A′′− − + = 。 
我们只考虑积分常数 0A = 的情况，最终有 mKdV 方程的一个孤立子解 

( ) ( )tanh tanh
2 2 22

c x ctc c cv x ct ξ
   −

− = =        
 

由贝克隆变换(1) 

( ) ( )tanh ln cosh ln
2 2 2
c c cv Qξ ξ ξ

′     ′= = =            
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从而我们求得方程(New KdV)的一个孤立子解如下 

( ) ( )cosh
2
cQ x ct x ct

 
− = −  

 
 

同理对积分常数 0A ≠ 的情况，我们可以求得 mKdV 方程的孤立子解，再利用贝克隆变换(1)，我们

可以相应的求得方程(New KdV)的孤立子解。对 KdV 方程，我们可求出其孤立子解，接着利用贝克隆变

换(2)，我们也可类似求出方程(New KdV)的孤立子解。 

4. 五阶 KdV 型方程的贝克隆变换和孤立子解 

本节我们考虑两类五阶 KdV 方程，如下 

( ) ( )2 36 5 10 10 0 5KdVt xxx x xxxx x x x
u u uu u u uu uµ+ + − + + + =

 

( )2 3 3 43 5 5 1510 0 5mKdV
2 2 2 8t xxx x xxxx x x xx xx xv v v v v v vv v v v u uµ  + − − + + + + = 

 
 

这两个方程分别属于著名的 KdV 和 mKdV 梯队方程，和 KdV 和 mKdV 方程一样，它们是完全可积

系统，都具有无穷个守恒律。本节我们研究上述两个五阶 KdV 方程之间的贝克隆变换，通过变换我们求

得相应的孤立子解。 
关于方程(5 KdV)和方程(5 mKdV)之间的贝克隆变换，我们有 
命题 2：方程(5 KdV)和方程(5 mKdV)之间的贝克隆变换为： 

21 1
2 4xu v v= −                                      (3) 

证明：记 

( )2 3
, 6 5 10 10 0u t xxx x xxxx x x x

P u u uu u u uu uµ µ= + + − + + + =  

2 3 3 4
,

3 5 5 1510 0
2 2 2 8v t xxx x xxxx x x xx xx xW v v v v v v vv v v v u uµ µ  = + − − + + + + = 

 
 

把(3)代入 ,uPµ ，通过计算我们发现 ,uPµ 和 ,vWµ 满足如下关系： 

( ) , ,
1
2 x v uv W Pµ µ∂ − =                                    (4) 

从而由(4)可知， 

, ,0 0v uW Pµ µ= ⇒ =  

但反之则不正确。证毕。 
我们考虑通过贝克隆变换来求方程(5 KdV)的孤立子解。方程(5 mKdV)的孤立子解也可用行波法求得

如下： 

( ) ( ) 2, 2 tanh ,
2
cv t x c x t c cβ β µ

 
= − = + 

  
 

从而由贝克隆变换(3)，我们可求得方程(5 KdV)的孤立子解如下 

( ) ( )2 2, sech ,
2 2
c cu t x x t c cβ β µ

 
= − = +  
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