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Abstract 

For a time frequency lattice ( )a bΛ = ×  , it is known that a super Gabor frame of length L exists if 

and only if ab
L
1

≤
 

in ( )L2 2
 . In ( )L2 2

 , we know that we can construct a super Gabor frame 

for ( )2 2ΑΛ = ×  . We can construct a super Gabor frame (especially orthonormal super Gabor 

frame) for any full rank lattices by our result. And we find matrix lattice transform operator and it 
is necessary and sufficient condition. Matrix lattice transform operators can be used to obtain new 
super Gabor frames and can help us better understand the basic theory of super Gabor frames 
theorem based on our method of constructing a super Gabor frame. At last, we give some examples 
about how to construct super Gabor frames based on our method and the application of matrix 
lattice transform operator. 
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摘  要 

在 ( )L2
 空间，对于时频格 ( )a bΛ = ×  ，存在超Gabor框架的充要条件是 ab

L
1

≤ 。在 ( )L2 2
 空间，
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已知如何构造一个 A2 2,= =   的超Gabor框架。本文的目的是构造 A B2 2,= =   意义下的超

Gabor框架(特别是当A = I的时候，存在正交的超Gabor框架， , 是满秩的格)，这样就能构造出任何

满秩的格的超Gabor框架，并且给出矩阵格变换算子的概念和充要条件。在构建超Gabor框架的方法之

上，矩阵格变换算子能帮助我们更好的理解超Gabor框架的基础理论。最后，给出了关于构造超Gabor
框架的还有矩阵格变换算子的例子。 
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1. 引言 

本篇文章的目的是在 ( )2 2A BΛ = ×  上构造超 Gabor 框架并且研究一维空间的矩阵格变换算子。我

们先介绍下关于本文的基本概念： 
若是希尔伯特空间。一个里的序列{ }nf 称作框架，如果存在常数 1 2, 0C C > ，使得： 

22 2
1 2, ,n

n
C f f f C f f

∈

≤ ≤ ∀ ∈∑


 

当 1 2C C C= = 时，框架{ }nf 叫做紧框架；当 1 2 1C C= = 时，框架{ }nf 叫做正规紧框架。 
若和是 2

 中两个满秩的格。那么
2 2×  中满秩的格 ( ){ }, | ,k l k lΛ = × = ∈ ∈    通常被视为

可分的时频格：作为频域格，作为时域格[1]。在 ( )2 2L=  情况下，序列有下面这种形式： 

( ) ( ){ }2π
, ,, | e : ,i kx

k l k lG g g g g x l k lΛ = = − ∈ ∈   

其中 ( ) ( )2 2g x L∈  。并且 ( ),G g Λ 是 Gabor (或 Weyl Heisenberg)族定义的由 g 的时频偏移获得的函数集

合[2]。我们称 g 是 Gabor 框架生成元，当序列 ( ) ( )2 2
ig x L∈  是一个 Gabor 框架的时候。即当存在常数

1 2, 0C C > 使得对于全部 ( )2 2f L∈  时，我们有 
22 2

1 , 2
,

, k l
k l

C f f g C f
∈ ∈

≤ ≤∑
 

 

当 1 2 1C C= = ，该框架叫做 Parseval Gabor 框架生成元。 
本文的焦点在超Gabor框架的构建以及矩阵格变换算子上，一个向量 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , Lg x g x g x g x= 

叫做长度为 L 的超 Gabor 框架生成元，如果 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2
, , ,, L

k l k l k lG g g x g x g xΛ = ⊕ ⊕ ⊕
是希尔伯特直和空

间 ( )2 2
1

L
j L=⊕  上的一个框架，其中 ( ) ( ) ( )2 2ig x L∈  。 

在一维空间如果存在长度为 L 的超 Gabor 框架，那么
1ab
L

≤ ，此时 ,a b= =   。事实上任何 

Parseval 框架生成元 g 都满足范数条件 g ab= [3]。 

2. 引理准备 

一些超 Gabor 框架 L = 1 即 Gabor 框架时的一些引理： 
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引理 2.1：存在前框架函数族 { }:fα α ∈  (当格 ,a b= =   时 )，使得 * 1f fG G
α α

α
=∑ 以及

2

2
f abα

α
=∑ 。 

引理 2.2：如果 1ab ≤ ，则存在函数 ( )2g L∈  ，使得 ( ),G g Λ 是 ( )2L  中的一个框架[4]。 
引理 2.3：令 a=  和 b=  是中两个满秩的格，因此： 

1) 存在长度为 L 的超 Gabor 框架的充要条件是
1ab
L

≤ ； 

2) 存在长度为 L 的正交超 Gabor 框架的充要条件是
1ab
L

= [5]。 

3. 主要结果 

首先给出本文的主要结论之一如何构造一维超 Gabor 框架。在之前的基础上拓展到任意满秩的格，

而不是 =  。首先，称{ }1 2, , , Ld d d 是 ( )/ a a∈   的全数字集合如果 1 2, , , Ld d d ∈ 满足{ } 1

L
i i

a d
=

+

是的划分区间。 
定理 3.1：令 ,a b= =   是满秩的格。若{ }1 2, , , Ld d d 是 ( ) 1/ ab −

 的全数字集合，那么对于任

意的 1a−
的基本域Ω，向量 ( )1 2, , , Lg g g= g 是长度为 L 的超 Gabor 框架生成元(特别当 1a = 的时候，为

一个正交超 Gabor 框架)，其中 i ig = Ω ， 

( )( )
1

i i
n a

ab bd n
−∈

 Ω = Ω + + Ω 






 ( 11 ,i L L ab −≤ ≤ = ). 

证明：首先证明 { } 1
L
i=Ω 是 Ω 的一个划分区间，因此每一个 iΩ 通过 b 为瓦格覆盖了  。由

{ }1 2, , , Ld d d 是 ( ) 1/ ab −
 的一个全数字集合，得到： ( )1

1

L
ii

bZ a Z bd−
=

= +


。因此 

( )( )
( ) ( ) ( ){ }
( )

11 1

1 1 1
1 2

L L
i ii i n a

L

ab bd n

ab bd a ab bd a ab bd a Z

ab b

−= = ∈

− − −

 Ω = Ω Ω+ + 

     = Ω Ω+ + Ω + + Ω + +     

= Ω Ω+ = Ω  





    

 

  

 

接下来证明每一个 iΩ 的不相交性：如果 ( )i js i j∈Ω Ω ≠ ，那么 ( )( )1 in a
s ab bd n−∈

 ∈ Ω + + Ω 





且

( )( )1 jn a
s ab bd n−∈

 ∈ Ω + + Ω 





。因此 ( ) 1 1 1s ab s bd n= + + 且 ( ) 2 2 2s ab s bd n= + + ，其中 1 2,s s ∈Ω ，
1

1 2,n n a−∈ 。又因为 ( ) ( )1 1 1 2 2 2ab s bd n ab s bd n+ + = + + 。因此我们得到： 

( ) ( )1 11 1
1 1 1 2 2 2s a d ab n s a d ab n− −− −+ + = + + . 

因为Ω是一个瓦格，所以 ( ) ( )1 1
1 2d ab d ab− −+ = + ，并且 ( ) 1

1 2d d ab −− ∈ 。这与 1
1 2d d a−− ∈ 矛

盾，因此我们得到 1 2s∈Ω Ω =∅ 。 
下面证明每一个 iΩ 是以 b为瓦格的：首先令 ( ) ,i jx bl l∈Ω Ω + ∈ 。记 ( ) 1 1ix ab x bd n= + + ，

( ) 2 2ix ab x bd n b y bl= + + + = + ， 其 中 1
1 2 1 2, , ,x x n n a−∈Ω ∈  ， ( ) 2 2iy ab x bd n= + + 。 因 此 得 到

( )( )1 2 2 1ab x x n n bl− = − + 。因为Ω是以 1a−
为瓦格的，有 1 2x x= ， 1 2bl n n= − ，所以 1

1 2x y n n a−− = − ∈ ，

x y= ， 0l = 。这样就证明了 iΩ 通过 b包裹；第二，证明 ( )i bµ Ω = 。对于任意 1x∈Ω ，有一些 y∈Ω，
1n a−∈ 使得 ( ) 1x ab y bd n= + + 。不失一般性，假设 ( ) 1

1d ab −∈ ，则 1
1bd a−∈ ， ( ) 1

1x ab y bd n a−− = + ∈ 。

这意味着 1Ω 是 b平移的 ( )ab Ω的同余子集。对于任意 ( )y ab∈ Ω，有一些 x∈Ω，使得 ( )y ab x= 。由于

Ω 是 1a Z− 瓦格的，有 y z n= + ，其中 z∈Ω ， 1n a−∈  。这意味着 ( ) 1 1Z ab x bd n bd= + − − 。因为
1

1n bd a−− − ∈ ，因此 1z∈Ω 。这样就证明了 ( )ab Ω 是 b平移的 1Ω 的同余子集。所以 1Ω 是 b平移的
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( )ab Ω的同余子集，即 ( )i bµ Ω = 。 

jΩ 是 b平移的 1 jbdΩ + 的同余子集的证明可以在[5]中看到。最后我们证明 1 2( , , , )Lg g g g=  是长度

为 L 的超 Gabor 框架。这就要求 ( ),iG g Λ 是 ( )2L  的 Parseval 框架并且 ( ),iG g Λ 和 ( )( ),jG g i jΛ ≠ 是强

不相交的。 
由上可知 jΩ 通过 b 为瓦格覆盖了  通过 1a−

 包裹  。由此可得 ( ) ( )
1

2 2
j

l a

L L l
−∈

= Ω +⊕


 ，

( )2 2π, ei kx
j

k a
f f g x l

∈

= −∑


，对于任意 ( )2
jf L l∈ Ω + 。记 l

l b
f f

∈

= ∑


对每一个 ( )2f L∈  ，可得

( ) ( )2π 2π, e ,ei kx i kx
l j jf g x l f g x l− = − 。这样可知： 

( ) ( )
2 22 2 2π 2π, e ,ei kx i kx

L l j j
l b l b k a l b k a

f f f g x l f g x l
∈ ∈ ∈ ∈ ∈

= = − = −∑ ∑ ∑ ∑ ∑
    

. 

因此 ( ),jG g Λ 是一个 ( )2L  的 Parseval 框架。 
对于每一个 l 有： 

( ) ( )2π 2π, e e 0i kx i kx
j i

k a
l f g x l g x l
∈

− − =∑


, 

其中 ( )2f L∈  。因为 jΩ 和 iΩ 是Ω的不相交的基本域。这样得到： 

( ) ( )2π 2π, e e 0i kx i kx
j i

l b k a
f g x l g x l

∈ ∈

− − =∑ ∑
 

, 

因此 ( ),jG Ω Λ 和 ( ),iG Ω Λ 是强不交的[6]。所以 ( )1 2, , , Lg g g g=  是一个长度为 L 的超 Gabor 框架。 

特别的，当 1a = 时， ( )22

1 1
1

L L

j j
j j

g g µ
= =

= = Ω =∑ ∑ 。所以 ( )1 2, , , Lg g g g=  是一个长度为 L 的正交超

Gabor 框架。 
上述定理给出了一维空间对于任何满秩的格 ,K a L b= = 如何构造超 Gabor 框架。下个定理将给出

如何在 ( )2 2L  上构造超 Gabor 框架的方法。首先定义一些概念：记 ( )1,2,3,4iS i = 是 ( )AB Ω的四条边线，

LS 是其中最短的一条。令 ( ) ( )1 1 2 2, , ,A x y B x y 是 LS 的两个端点，那么 1 2 1 2,x yS x x S y y= + = + 。并且定

义以下符号(1 ,i j L≤ ≤ )： 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

0
,

0

0
,

0

0
,

0

x y

x y

x y

x x
S S

y y

x x
S S

y y

x x
S S

y y

σ

 − 
< + 

 + = > − 
 +  =  + 

, ,

1
,

0

0
,

1

1
,

1

x y

i j x y

x y

i
S S

k S S
i

i
S S

j

 − 
< 

 
 = > − 
 −  = − 

 

定理 3.2：令 2A=  和 2B=  是满秩的格，并且 ( ) ( )1
d dAB M−
×∈  。则对

1 2detA −
 的任意基本域Ω，

向量 ( )1 2, , , Lg g g g=  是长度为 L 的超 Gabor 框架生成元(特别的当 1detA = 时，是一个正交超 Gabor 框
架)，其中 i ig = Ω 并且 

( )
2

, ,i j i j
k A

AB k kσ
∈

 Ω = Ω + + 




. 

因为 ( ) ( )AB
L

µ
µ

Ω
Ω = 并且每一个 ( ) ( ),i j ABµ µΩ = Ω ，所以得到 L 个 iΩ 。因此 
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( )( )2 ,i i jk A
AB k kσ

∈
 Ω = Ω + + Ω 





 (1 i L≤ ≤ , 1L detAB −= ). 

这个定理可以非常简单的证明。我们可以关注以下几点：第一，{ }iΩ 是Ω的划分区间；第二，每一

个 iΩ 是 2σ 瓦格的；最后 

( ) ( ) ( )
2 2

2π , 2π ,, e e 0i k x i k x
j m

l B k A

f g x l g x l i m
∈ ∈

− − = ≠∑ ∑
 

. 

因此在这种情况下存在超 Gabor 框架。当 ( )22

1
1, 1

L

j
j

detA g g µ
=

= = = Ω =∑ 时，存在正交超 Gabor 

框架。下一节给出如何用定理 3.1 和定理 3.2 构造超 Gabor 框架的例子。接下来从格同构和矩阵格变换算

子的定义开始，研究矩阵格变换算子[7]。 
定义 3.3：令 2

1 A=  ， 2
1 B=  和 2

2 C=  ， 2
2 D=  是 2

 中四个满秩的格。一个超 Gabor 框架： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2π
, , 1 1, e : , ,1i i ii kx

k l k l mG g g g g x l k l i LΛ = = − ∈ ∈ ≤ ≤∣    

和另外一个超 Gabor 框架： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2π
, , 2 2, e : , ,1j j ii kx

k l k l nG h h h h x l k l j LΛ = = − ∈ ∈ ≤ ≤∣    

称为格同构的，如果 ( ), , , , 0m n m ndetAB detCD L L L L= ∈ > 。 

定义 3.4：矩阵 ( )ijX x R∈ 称为超 Gabor 框架的矩阵格变换算子，如果
A C

X
B D
   

=   
   

，其中 A、B、C、 

D 如同定义 3.3 里一样。 
一维超 Gabor 框架的矩阵格变换算子有一个性质。 
定理 3.5：对角矩阵或者反对角矩阵 A 是一个超 Gabor 框架的矩阵格变换算子当且仅当 ( ) 1det A = 。 
证明：我们只证明对角矩阵的情形就可以，反对角矩阵同理可得。我们先证定理 3.5 的必要性。如

果 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2
, , , 1 1, : ,L

k l k l k lG g g g g k lΛ = ⊕ ⊕ ⊕ ∈ ∈    

和 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2
, , , 2 2, : ,L

k l k l k lG h h h h k lΛ = ⊕ ⊕ ⊕ ∈ ∈    

是两个超 Gabor 框架，其中 1 1 2 2, , ,a b c d= = = =       是 中四个满秩的格[8]。存在一个矩阵 

格变换算子，使得
a c

A
b d
   

=   
   

。 

令 11

22

0
0

a
A

a
 

=  
 

，所以我们可以得到 11

22

0
0

a a c
a b d

     
=     

    
，所以 

11

22

a a c
a b d

=
 =

. 

由上式可得： 11
ca
a

= ， 22
da
b

= 。用以上方程直接计算 ( )det A 。因为 ab cd= ，所以

( ) 11 22 1c d cddet A a a
a b ab

= = × = = 。 

现在证明定理 3.5 的充分性：如果有一个对角矩阵形如 11

22

0
0

a
A

a
 

=  
 

并且满足 ( ) 11 22 1det A a a= = 。

https://doi.org/10.12677/pm.2018.84053


肖炳环，李忠艳 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2018.84053 403 理论数学 

 

存在 1 1,K a L b= =   ( ,a b∈ )的超 Gabor 框架 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2
, , , 1 1, : ,L

k l k l k lG g g g g k lΛ = ⊕ ⊕ ⊕ ∈ ∈   。则我们用

A 对
a
b
 
 
 

做变换。得到 11

22

0
0

aa a c
A

ab b d
      

= =      
      

，所以 11

22

c a a
d a b
=

 =
。 

那么存在 2 2,c d= =   作为时频格的超 Gabor 框架 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2
, , , 2 2, : ,L

k l k l k lG h h h h k lΛ = ⊕ ⊕ ⊕ ∈ ∈   。 

[9] 11 22 11 22cd a a a b a a ab ab= × = = 。因此 A 符合定义 3.4，即 A 是一个超 Gabor 框架的矩阵格变换算子。 

需要注意的是：如果一个矩阵 A 满足 11 12

21 22

a a a c
a a b d
     

=     
    

，其中 a、b、c、d 是两个超 Gabor 框架的

四个满秩的格。A 不一定是一个矩阵格变换算子。例如：
1 12, , , 2
4 4

a b c d= = = = ，则存在一个矩阵

1 4 1
1 2 4

A
− 

=  
 

使得
1 4 1 2 1 4
1 2 4 1 4 2

−     
=     

     
并且

1 1 12 2
4 4 2

× = × = .，但是 1A ≠ 。 

推论 3.6：对于一维超 Gabor 框架： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )1 2
, , , 1 1 1 1, : , ,L

k l k l k lG g g g g k l x yΛ = ⊕ ⊕ ⊕ ∈ ∈ = =      , 

它一定格同构于另一个超 Gabor 框架： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )1 2
, , , 2 2 2 2, : , ,L

k l k l k lG h h h h k l zΛ = ⊕ ⊕ ⊕ ∈ ∈ = =      . 

并且存在一个矩阵格变换算子 A 使得
1x

A
y z
   

=   
   

。 

4. 算例 

论文在本节给出有关如何构造超 Gabor 框架的例子。同时我们也使用矩阵格变换算子得到新的超

Gabor 框架。 

例 4.1：1) 令 12,
4

a b= = 。那么
1 2ab − = ，令

1 1,
4 4

 Ω = −  
是通过

1
2
为瓦格覆盖了 的区间。令

, 1, 2
iig iχΩ= = ，其中每一个 iΩ 就像图 1 中所示。那么由定理 3.1， ( ) ( ){ }1 2

, ,k l k lg g⊕ 是长度为 2 的超 Gabor

框架。 

2) 令 1 , 2
4

a b= = 。那么
1 2ab − = ，令 [ ]2,2Ω = − 是通过 4为瓦格覆盖了的区间。令 , 1, 2

iig iχΩ= = ，

其中每一个 iΩ 就像图 2 中所示。那么由定理 3.1， ( ) ( ){ }1 2
, ,k l k lg g⊕ 是长度为 2 的超 Gabor 框架。 

例 4.2：1) 存在长度为 6 的超 Gabor 框架： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 6
, , , 1 1 1 1

1, : , 2 ,
12k l k l k lG g g g g k l  Λ = ⊕ ⊕ ⊕ ∈ ∈ = − = 

 
       

存在另一个长度为 6 的超 Gabor 框架： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 6
, , , 2 2 2 2

1 1, : , ,
2 3k l k l k lG h h h h k l  Λ = ⊕ ⊕ ⊕ ∈ ∈ = = 

 
     

 

它们的格是同构的，因为
1 1 1 12

12 6 2 3
− × = = × 。 

2) 存在对角矩阵
1 4 0
0 4

A
− 

=  
 

是一个矩阵格变换算子，使得
1 4 0 2 1 2
0 4 1 12 1 3

− −     
=     

     
并且
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( ) 1det A = 。上述框架可见图 3 和图 4。 

最后我们给出一些 ( )2 2L R 上构造超 Gabor 框架的例子： 

例 4.3：令

11
2

1 1
2 2

A

 
 

=  
 
  

，

1 1
2
1 0

B
 
 =
 
−  

。

0 1
1 1
4 2

AB
 
 =
 −
  

，
1 2detAB − = ，

1 2detAB − = 。令 [ ]22, 2Ω = −

是 2
 的一个瓦格。令 , 1, 2

iig iχΩ= = ，其中每一个 iΩ 就像图 5 中所示。那么由定理 3.2， ( ) ( ){ }1 2
, ,k l k lg g⊕ 长 

度为 2 正交超 Gabor 框架。 

例 4.4：令

1 0
3
1 1
2

A

 
 

=  
 
  

，

1 0
1 1
2 3

B
 
 =
 − −
  

。

1 0
3

10
3

AB

 
 

=  
 −  

，
1 9detAB − = 。令

23 3,
2 2

 Ω = −  
是 2
 的一

个瓦格。令 , 1, 2, ,9
iig iχΩ= =  ，其中每一个 iΩ 就像图 6 中所示。那么由定理 3.2， ( ) ( ) ( ){ }1 2 9

, , ,k l k l k lg g g⊕ ⊕ ⊕

长度为 9 的超 Gabor 框架。 

5. 结论 

本文给出了如何构造任意满秩格的超 Gabor 框架。发现超 Gabor 框架必格同构到一个正交超 Gabor
框架。奇妙的是，可以采取矩阵格变换算子使它们有联系。通过构造方法可以很容易地得到一个 
 

 
Figure 1. Example 4.1 (1) 
图 1. 例 4.1 (1) 

 

 
Figure 2. Example 4.1 (2) 
图 2. 例 4.1 (2) 

 

 
Figure 3. Example 4.2 (1): G (g, Λ) 
图 3. 例 4.2 (1) 

 

 
Figure 4. Example 4.2 (1): G (h, Λ) 
图 4. 例 4.2 (2) 
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Figure 5. Example 4.3 
图 5. 例 4.3 

 

 
Figure 6. Example 4.4 
图 6. 例 4.4 

 
, a= =   正交的超 Gabor 框架，任何超 Gabor 框架都可以和它是格同构的。因此，可以更好地理解

超 Gabor 框架和正交超 Gabor 框架。 
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