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Abstract 

This paper mainly studies the quenching of solution of the discrete p, ω-Laplacian equation with 
absorption singularity term and positive Dirichlet boundary conditions. First, the local existence 
and uniqueness of solutions are obtained by Banach fixed point theorem. And then, on some suit-
able conditions, we prove that the solution quenches in finite time by comparison principle. 
Moreover, the upper of quenching time to solution is also obtained. 
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摘  要 

本文主要考虑了在狄利克雷边界条件下带有奇异吸收项的离散的p, ω-Laplacian方程解的淬灭现象，首先，
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利用巴拿赫不动点定理证明其方程局部解的存在与唯一性，其次，通过比较原理证明在一定条件下方程

解在有限时间淬灭，另外，还得到其解的淬灭时间上界估计。 
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1. 引言 

图上的偏微分方程是偏微分方程的一个新的研究方向，自 2005 年，S.-Y. Chung 和 C. A. Berenstein
在图上引进了积分、方向导数、梯度、离散 Laplacian 算子等理论，为图上偏微分方程提供了理论基础，

在实际应用中，图在表示离散的对象之间关系方面是一个非常有效而重要的工具，因此利用偏微方程的

讨论技巧去研究图上偏微分方程，极大的推动了偏微分方程这一领域的发展，尤其对带有非线性项离散

的热方程解的渐近行为的研究受到国内外许多学者的关注和研究，因此对于带有不同类型的非线性项离

散的热方程解的渐近行为的研究，无论在理论与实际中都有很重要的应用，基于此，本文主要讨论了带

有奇异吸收项的离散的 p, ω-Laplacian 方程 

( )
( )
( ) ( )

,

0

, 0, ,

, 1, ,

,0 , ,

q
t pu u u x S T

u x t x S

u x u x x S

ω
− = ∆ − ∈ ×

 = ∈∂
 = ∈

                            (1.1) 

解的淬灭现象。初值满足 ( )0 0u x ≥ ，另外 2, 0p q≥ > ，其中 S 表示有限、连通的简单图 G 的内部顶点，

S∂ 表示其边界点，V, E 分别表示图 G 的顶点集与边集；定义在图 G 的边集 E 上权重函数 ( ),x yω 定义等

可参考[1]，进一步， ( ) ( ),
x V

d x x yω ω
∈

= ∑ 表示其图 G 的顶点 x 的度， ,p ω∆ 是离散的 p-Laplacian 算子，其

定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
, , ,

p
p

y V
u x u y u x u y u x x yω ω

−

∈

∆ = − −  ∑  

并且定义在图 G 上的函数 ( )u x ，其在图 G 上的积分为： 

( ).
G

x V
u u x

∈

= ∑∫  

另外 ( )C V 表示定义在 G 顶点集 V 上的函数全体，其上范数定义为 ( )max
x V

u u x
∞ ∈
= ，容易验证 ( )C V 在

此范数下是一个 Banach 空间。 
在文献[2]中，主要研究了离散 p-Laplacian 方程解的爆破与解的全局存在性 

( ) ( ) ( ) ( )1`
,, , , , ,

q
t pu x t u x t u x t u x tω λ

−
= ∆ +                           (1.2) 

其中 2, 0p λ> > 。 
在文献[3]中，主要研究了方程 ( ) ( ),, ,t pu x t u x tω= ∆ 解的熄灭与正性，在文献[4]，主要研究了离散的
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p-Laplacian 方程解的熄灭与正性 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )

,
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q
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这里 G 是一个有限的简单图，其中 1, 0p q> > 。 
在文献[5]中，主要研究了图上 p-Laplacian 方程解的性质，在文献[6]中，主要研究了 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )0

, , , 0, ,

, 1, , 0, ,

,0 , ,

q
tu x t u u x t S T

u x t x t S T

u x u x x S

ω λ − = ∆ − ∈ ×
 = ∈∂ ×
 = ∈

 

其方程解的淬灭与全局存在性。很容易看出当(1.1)里面 2p = 时，即退化成上式，本文主要把文献[6]结果

进行了推广。 

2. 局部解的存在与唯一性 

首先在证明方程局部解的存在与唯一性之前，先介绍一个重要引理。 
引理 2.1 对于任意 ( )1,p∈ ∞ 和 ,a b R∈ ，有下列不等式成立 

( ) ( ) 22 2
1 ,

pp pa a b b C a b a b
−− −− ≤ − +                       (2.1) 

( )( ) ( ) 22 2 2
2 ,

pp pa a b b a b C a b a b
−− −− − ≥ − +                    (2.2) 

这里 1C 和 2C 都是正的常数其数值大小仅依赖于 p。 
证明 其定理的详细证明见文献[7]。 
接下来，通过引理 2.1 和巴拿赫不动点定理来证明方程(1.1)局部解的存在与唯一性。因为 ( )00 1u x< < ，

这里存在一个常数α ，使得 ( )02 1u xα ≤ < 。首先，我们来定义一个巴拿赫空间 

[ ] ( ) ( ){ }0 00, , 1 , , 1 ,X u C t C V u x S u x tα= ∈ × ≤ ≤ ∈∂ =且对于任意  

这里
( )( )

( )
( )( )

0
0 2 2

1
min ,

max 1 max 1p pq

u x
t

V d x V d xω ω

α
α λα α− −−

 − ≤  
− + −  

且在巴拿赫空间 ( )C V 上的最大范数

为 

( )
[ ]

( )
0 00,

, max max , ,
X x V t t

u x t u x t
∈ ∈

=  

接下来，我们定义如下运算： 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )
0

0 , 00 0

0

, d , d , , 0 ,
,

1, , 0 ,

t t q
p

u
u x u x s s u x s s x S t t

T u x t
x S t t

ω λ − + ∆ − ∈ ≤ ≤= 
∈∂ ≤ ≤

∫ ∫  

对于算子
0uT 我们给出下面一个重要定理。 

引理 2.2 运算
0uT 是 0 0X X→ 的一个映射，对于任意 ( ) ( ) ( )0 00 ,u x v x C V≤ ∈ 且 0, , 2, 0u v X p q∈ ≥ > 那

么这里存在一个正的常数 ( )( )0 0
, max , , ,X Xx S

C C d x u v Vωλ
∈

= 使得 

[ ] [ ]
0 0 00

0 0 ,u v XX
T u T v u v Ct u v

∞
− ≤ − + −  
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另外，如果 0t 足够小，那么
0uT 在 0X 上严格压缩。 

证明 第一步 首先证明算子
0uT 是 0 0X X→ 的映射，对于任意 ( ) ( ) ( ) [ ]1 2 0, , , 0,x t x t C V t∈ × ，可得 

[ ]( ) [ ]( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
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0 0

1 2

2
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λ

− −

∈

− −

∈

−

≤ − − +  

≤ − +

∑∫ ∫  

因此，对于任意 x V∈ ，运算
0uT 在区间 [ ]00, t 连续。 

另外一方面，对于任意 ( ) 0,u x t X∈ ，可得 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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类似地，可得 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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第二步 对于任意 ( ) [ ]( )0, , 0,x t V t∈ ， ( ) ( ) ( )0 0,u x v x C V∈ 且 ( ) ( ) 0, , ,u x t v x t X∈ ，运用引理 2.1 的不等

式(2.1)，可得 

[ ]( ) [ ]( )
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∞
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∫

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
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, , , , ,

, , , , d d
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∞
∈

− −

−− −
∞

≤ − + − − +
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≤ − + + −

∑∫

∫  

这里 { }
0 0

max ,X Xu vη ≤ 。因此，对于任意 ( ) [ ]0, 0,x t V t∈ × ，得到 

[ ]( ) [ ]( )
0 0 00

0 0, , ,u v XX
T u x t T v x t u v Ct u v

∞
− ≤ − + −  

这里 ( ) 21 2 4 pqC q c Vλ η η −− −= + 。此引理证明完毕！ 
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接下来，我们通过引理 2.2 来证明方程(1.1)局部解的存在与唯一性。 
定理 2.1 设初值 ( )00 1u x< ≤ ，那么存在时间 0T > ，使得问题(1.1)有唯一解 ( ) ( ) ( ), 0,u x t C V C T∈ × 。

如果 T 是有限的，我们有 

( )lim , 0.
t T

u x t
→

=  

证明 通过引理 2.2 可知，算子
0uT 在上 0X 上严格压缩，通过巴拿赫不动点定理可知，在空间 0X 内，

问题(1.1)有唯一解，使得 [ ]
0uT u u= ，所以，对于任意 x V∈ ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )0 , 00 0

0

, d , d , , 0 ,
,

1, , 0 ,

t t q
pu x u x s s u x s s x S t t

u x t
x S t t

ω λ − + ∆ − ∈ ≤ ≤= 
∈∂ ≤ ≤

∫ ∫  

因此，在 [ ]00, t 上，问题(1.1)有唯一解 ( ),u x t ，另外，如果 ( )
0

0,
X

u x t < ∞，重复上述的过程，那么问题

(1.1)的解可以延拓到区间 [ ]0 1,t t ， 1 0t t> ，继续重复此过程直至 ( )lim , 0
t T

u x t
−→

→ 。 

3. 比较原理 

在讨论方程(1.1)解的淬灭现象之前，先给出比较原理及相关定理。比较原理在处理抛物方程问题是

一个基础而有效的工具。 
定义 3.1 函数 ( ) ( ) ( ), 0,u x t C V C T∈ × 如果满足 

( )
( ) ( )
( ) ( )

,

0

, , 0, ,

, 1, , 0, ,

,0 , ,

q
t pu u u x S t T

u x t x S t T

u x u x x S

ω λ − ≥ ∆ − ∈ ∈
 ≥ ∈∂ ∈
 ≥ ∈

 

则称 ( ),u x t 是方程(1.1)的上解，类似，如果 ( ),u x t 满足上述不等式反向不等号，则称其为方程(1.1)的下

解。 
定理 3.1 假设 ( ) ( ), , ,u x t u x t 是方程 (1.1)的上解与下解，那么对于任意 ( ) ( ), 0,x t V T∈ × ，都有

( ) ( ), ,u x t u x t≥  
证明 设对于任意 00 t T< < ，设

( ]
{ }

00,
min ,

S t
m u u

×
= 和

( ]
{ }

00,
max ,
S t

M u u
×

= ，这里 ,m M 都是正的常数。接下来， 

令 ( ) ( ) ( ), , ,U x t u x t u x t= − ，显然 ( ), ,0 0x S U x∈ < ，那么通过上解与下解的定义可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,, , , , , , 0, .q q
t p pU u x t u x t u x t u x t x t S Tω ω λ − −≤ ∆ − ∆ − − ∈ ×           (3.1) 

令 ( ) ( ){ }, max , ,0U x t U x t+ = ，现在不等式(3.1)两边同乘U+ 并在 S 积分 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
, ,

1 , , , , , , ,
2

q q
p px S x St

U x t U x t u x t u x t u x t u x tω ω λ − −
+ +∈ ∈

 ≤ ∆ − ∆ − − ∫ ∫         (3.2) 

事实上，令 ( ) ( ){ }| , 0J t x V U x t= ∈ ≥ ，如果 ( )J t 非空集合，命题自然得证。现在，假设 ( )J t S⊂ 是

非空集合，现在我们来定义一个辅助函数 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){
( ) ( ) ( ) ( )( )}

2
,

2

, , , , , , , ,

, , , , ,

p
p

p

F u u x y t x y u y t u x t u y t u x t

u y t u x t u y t u x t

ω ω
−

−

= − −

− − −
 

运用引理 2.1 中的不等式(2.2)，对于任意 ( ) ( ) ( ), , , 0,x t y t V T∈ × ，可得 

( )( ) ( ) ( ), , , , , , 0,pF u u x y t U y t U x tω − ≥                          (3.3) 
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另外一方面，还有 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
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, ,
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ω ω

ω

ω

ω

∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

∆ − ∆

=

=

+

∫
∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

接下来，我们利用富比尼定理和(3.3)，可得 

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

,

, ,
( ) ( )

, ,
( ) ( )

,

, , , ,

1 1, , , , , , , ,
2 2
1 1, , , , , , , ,
2 2

1 , , , , , 0,
2

p
x J t y J t

p p
x J t y J t x J t y J t

p p
x J t y J t y J t x J t

p
x J t y J t

U x t F u u x y t

U x t F u u x y t U x t F u u x y t

U x t F u u x y t U y t F u u x y t

U y t U x t F u u x y t

ω

ω ω

ω ω

ω

∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈

= +

= −

= − − ≤

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

           (3.4) 

另外，如果 ( ) ( ), \x J t y V J t∈ ∈ ，那么，可得 ( ) ( ), 0, , 0U x t U y t> < ，进一步，可得 ( ) ( ), , 0U y t U x t− < ， 
因此，通过 

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

,
\

,
\

, , , ,

1, , , , , , 0,
, ,

p
x J t y V J t

p
x J t y V J t

U x t F u u x y t

U x t U y t U x t F u u x y t
U y t U x t

ω

ω

∈ ∈

∈ ∈

= − <
−

∑ ∑

∑ ∑
       (3.5) 

进而，我们利用中值定理可得 

( ) ( ) ( ) ( )1, , , , ,q q qu x t u x t q x t U x tξ− − − −− = −  

这里 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , 1 ,x t x u x t x u x tξ θ θ= + − 和 ( )0 1xθ≤ ≤ ，那么 ( ),m x t Mξ≤ ≤ ，因此对于不等式(3.2)
的右边第二项，可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )21, , , , ,q q q
x S x S

U x t u x t u x t m U x tλ− − − −
+∈ ∈

− ≤ −∫ ∫                 (3.6) 

组合上述不等式(3.2)，(3.4)，(3.5)和(3.6)可得 

( )( )( ) ( )( )2 21, , ,q
x S x St

U x t m U x tλ − −
+ +∈ ∈

<∫ ∫  

设 ( ) ( )( )2
,

x S
L t U x t+∈

= ∫ ，我们有 ( ) ( )L t kL t′ <  这里 1qk mλ − −= ，因为 ( ),0 0U x+ = ，而且 ( )0 0L = ，

因此，我们有 ( ) 0L u ≡ ，于是得到 ( ), 0U x t+ = ，因此可推出 ( ) ( ), ,u x t u x t≥ 。 

4. 淬灭现象 

在本部分主要介绍问题(1.1)解的淬灭现象。 

定理 4.1 对于有限图 ( ), ,G V E ω ，设初值 ( )00 1u x< < 且 2, 0p q≥ > 并且满足 max ,q

K K
S M

λ −

  >  
  

， 

那么方程(1.1)的解在有限时间 *T 淬灭且满足 
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( )
( ) ( ) ( )0 00,

max max , max , , ,
x S t T x S x S x S

u x t u u x t u x
∈ ∈ ∈ ∈ ∈

≤ ≤∑ ∑   

进一步得到淬灭时间满足
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∑
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K x yω
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= ∑ 。 

证明 首先，证明
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( ) 00,
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x S t T x S
u x t u

∈ ∈ ∈
≤ 。方程(1.1)两边在 S 上积分，可得 
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为了接下来计算与书写方便，设 
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这里 ( ) ( ),
y S

K x x yω
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= ∑ ，进一步可得 
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因为引理 2.2 可知， ( ), 1u x t ≤ ，那么有 
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进一步，设 0max
x S

M u
∈
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− = − ，方程(4.3)两边同乘 ( )u M
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通过引理 2.2 可知， ( ), 1u x t ≤ ，又因为 max , q

KK
S M

λ −

  >  
  

，即可得 
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,d 0
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设 ( )
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 − = ∑ ，可得 ( ) 0A t′ ≤ 且 ( )0 0A = ，可得 
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进而，得到 
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u x t u
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接下来，证明 ( ) ( )0,
x S x S

u x t u x
∈ ∈

≤∑ ∑ ，再次利用等式(4.3)和引理 2.1 可知， ( ), 1u x t ≤ ，因此可得 
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与上述讨论类似可得 ( )d , 0
d x S
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≤∑ ，因此可证 
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x S x S

u x t u x
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接下来，利用(4.4)和(4.6)，对于(4.5)做进一步估计可得 
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进一步，令 ( ) ( ),
x S
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= ∑ ，那么对于上式在 [ ]0, t 进行积分 
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此定理证明完毕！ 
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