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Abstract 

This paper presents an expression of the determinant of the product of a matrix and its transpose. 
Also, an application is given. 
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摘  要 

本文给出了矩阵与其自身转置的乘积的行列式的一个表达式以及一个应用。 
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1. 引言 

本文所使用的符号和术语都是标准的，可参考[1] [2]与[3] [4]。 
对于一个 n 级方阵 ( )ij n n

A a
×

= ，其中 ija 是实数，用 ijM 表示从 A 中删去第 i 行和第 j 列后形成的 

( ) ( )1 1n n− × − 阶矩阵的行列式，并称 ijM 为 A 的对应于 ija 的余子式，称 ( )1 i j
ij ijA M+= − 为 ija 的代数余子

式。已知 A 的行列式 

1
det

n

ij ij
j

A A a A
=

= =∑ . 

TA 表示 A 的转置，注意到 TA A= 。从而， 

( ) 2T Tdet AA AA A= = , 

这显示 TAA 等于 A 的行列式的平方。 
对于一般的矩阵 ( )ij n m

M a
×

= ，设 1 ki i< < 为 k 个行指标， 1 kj j< < 为 k 个列指标，行列式 

1 1 1

1

k

k k k

i j i j

i j i j

a a

a a



 



 

称为 M 的 k 级子式。已知 TMM 是一 n n× 的方阵。可否通过 M 的子式来表达行列式 TMM ？本文通过 M
的子式给出了行列式 ( )Tdet MM 的表达式。事实上，我们有如下结论。 

命题 1 设 ( )ij n m
M a

×
= 。若 n m> ，则 T 0MM = 。若 n m≤ ，则 ( )Tdet MM M= 中所有 n 级子式的平

方和。 

2. 证明 

命题 1 的证明：若 n m> ，则 TMM 的秩 ( )TR MM 不超过 M 的秩 ( )R M ，即， 

( ) ( )TR MM R M m n< ≤ <  

因此 TMM 不是一个满秩方阵，从而 ( )Tdet 0MM = 。 
若 n m= 或 0M = ，则显然定理成立( n m= 时利用两方阵的乘积的行列式等于各自的行列式的乘积)。

因此下面只需讨论 0M ≠ 且 n m< 。首先考虑 

11 1 1, 1

1 , 1

n n

n nn n n

a a a
M

a a a

+

+

 
 

=  
 
 



  



. 

因为 ( )R M n≤ ，所以 M =X 0存在非零解。不妨设 ( )T
1 1n nx x x +=X  是已正规化的解(即， T 1=XX )。

由此推得 
T

2
11 1 111 1 1, 1 11 1 1, 1

11 , 1 1 , 1

1, 1 , 1 11 1 1 1

nn n n n

n nn nn nn n n n nn n n

n n n nn n n n

MM

a a xa a a a a a

a a xa a a a a a
a a xx x x x x x

+ +

+ +

+ + ++ +

  
  
  

= =  
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记

11 1 1, 1

1 , 1

1 1

n n

n nn n n

n n

a a a

A
a a a
x x x

+

+

+

 
 
 =
 
 
 



  





，并用 1 2 1, , , nA A A + 分别表示 1 2 1, , , nx x x + 的代数余子式。因此， 

( )
122

1 1 1 1
1

n
T

n n i i
i

MM A x A x A A x A
+

+ +
=

= = + + = ∑  

由于 M =X 0且 T 1=XX ，故有 

( ) ( )

11 1 1, 1

1 , 1
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1
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1
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从而可知
1

T 2

1

n

i
i

MM A
+

=

= ∑ 。.注意到 M 中所有 n 级子式的平方和为
1

2

1

n

i
i

A
+

=
∑ ，从而此情形下定理成立。 

现在，设

11 1 1

1

n m

n nn nm

a a a
M

a a a

 
 =  
 
 

 

  

 

 ( n m< )。下面用归纳法证明该定理。若 1m n− = ，则由上面 

的证明知定理成立。假设 m n k− = 时定理成立，下面证明当 1m n k− = + 时定理也成立。考虑 M =Y 0 ，

由于 ( )R M n m≤ < ，故存在正规化的非零解 ( )T
1, , , ,n my y y=Y   。由此可得 

11 1 1
11 1 1

T
1

1

1
1

n
n m
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n m
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令

11 1 1

1

1

n m

n nn nm

n m

a a a

B
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y y y

 
 
 =
 
 
 

 

  

 

 

。注意到 ( )1m n k− + = 。由归纳假设可知， 
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2

2 2T T
1 2

1
m

n

MM BB B B B 
 + 

= = + + + , 

其中 1 2
1

, , , m
n

B B B 
 + 


是 B 的所有 1n + 级子式。 

记

1 1

1 1

1 1

1 1 1

, 1
1

n n

n n

n n

i i i

i
ni ni ni

i ni i

a a a

m
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   = ≤ ≤    +   
 
 



  





， 且
1 2 1
, , , ,

n ni i i iy y y y
+

 的 代 数 余 子 式 分 别 为

1 2 1
, , , ,

n ni i i iB B B B
+

 ， 1 2 1 1 2 1;1 , , ,
1n n

m
i i i i i i

n+ +

  
< < < ≤ ≤  +  

  。于是 

( )1 1 1 1

122

1
n n r r

n

i i i i i i i i
r

B y B y B B y B
+ +

+

=

= + + = ∑  

在上式中任选一项如： ( )1 1i i iB y B 。在 ( )2
jB j i≠ 中必存在一些

2
jB 使得在每一个

2
jB 的展开式(上式)中

都存在唯一一项 ( )r rj j jB y B 满足 1rj i≠ 且有 

1 2 1 1 1, , , , , ,r r nj j j j j− + +  与 2 1, , ni i +  

对应相等。(显然此 j 的选择有 1m n− − 种从而 rj 的选择也有 1m n− − 种。)因此， ( )
1

11
r

r
j iB B−= − 。从而， 

( ) ( )
2 1

1
2 1

2 1

1 1 1

2

r r n

r r r r
r r n

r n

j j i i

j j j j j j i
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j i i
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B y B y B B B
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+

+
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进而再由 T 1=Y Y ， M =Y 0 可知， 

( ) ( )1 1
1

1 1 1 1 2 1 2 1
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注意到，
1 2 1

2 2 2, , , 1, 2, ,
1ni i i

m
B B B i

n+

  
=  +  

  是 M 的所有 n 级子式的平方(计 m n− 次重复)。由此推得 

1 1
22

2 2T T 1 1
1 2

1

r

m
n n

i
i r

m
n

B
MM BB B B B

m n

 
 + + 

= =
 
 + 

= = + + + =
−

∑ ∑
  

即， ( )Tdet MM 等于 M 的所有 n 级子式的平方和，故得证。 
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3. 推广与应用 

命题 2 设 ( )1 ij n m
M a

×
= ， ( )2 ij m n

M b
×

= 。若 n m> ，则 1 2 0M M = 。若 n m≤ ，则 

1 2

1 2
1 2 1 2

1 1 2

1 2
1 2n

n

k k k m n

n k k k
M M M M

k k k n≤ < < < ≤

   
=    

  
∑


 

 

. 

上式的符号含义：对任意矩阵 M，及正整数 1 2 ri i i< < < ， 1 2 rj j j< < < ，将 M 的第 1 2, , , ri i i 行

与第 1 2, , , rj j j 列的交叉位置的元(保证相对位置不变)所形成的行列式称为 M 的一个 r 阶子式，记作 
1 2

1 2

r

r

i i i
M

j j j
 
 
 





。 

对于命题 2 的证明与命题 1 证明类似(几乎不变)，只不过注意：当 1m n− = 时，选取的正规化的非零

解 ( )T
1 1n nx x x +=X  可以是 1M =X 0的解也可以是 T

2M =X 0的解，但是若选择 1M =X 0的解，则对

1 2M M 进行分解时应对 2M 加上一列 X 所形成的方阵的行列式进行最后一列展开；若选择 2M =X 0 的解，

则对 1 2M M 进行分解时应对 1M 加上一行 TX 所形成的方阵的行列式进行最后一行展开，归纳法证明时也

应当如此。 

应用命题 1 的结论可以证明 Cauchy-Schwarz 不等式，只需要取 1 2

1 2

n

n

a a a
A

b b b
 

=  
 





， 

( ), ,1i ia b R i n∈ ≤ ≤ ，考虑 TAA 即可推出该不等式成立而且还可以得到等号成立的条件。 
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