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Abstract 

In this paper, the local stability condition of a class of bilinear incidence epidemic model with ver-
tical transmission and contact transmission is presented. 
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摘  要 

本文主要利用中心流形定理给出一类具有垂直传染和接触传染的双线性发生率传染病模型的地方病平衡

点的局部稳定性条件。 
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1. 引言 

近年来，在生物动力系统中，传染病模型是人们研究的重要课题，含有疾病影响因素的传染病模型

也有了可喜的研究成果[1]-[6]。平衡点的存在性、局部稳定性、全局渐进稳定性、数值仿真是传染病模型

研究的主要内容，文献[7]中，作者主要给出了以下传染病模型 
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平衡点的存在性、局部稳定性以及全局稳定性条件。其中 r 为自然增长率，k 为环境容纳量，d 为自然死

亡率，β 为有效接触率，q 为染病类中新生个体未染病的比例系数，0 1q< < ，1 q− 为染病类中新生个体

的染病速率， µ 为因病死亡率。 
文献[7]在研究过程中把模型(1)等价为以下模型： 
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其中， ( ) ( ) ( )N t I t S t= + 。 
另外有如下规定： 
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这里 0R 称为基本再生数，R 称为病毒主导再生数。 

2. 结论 

本节给出本文的主要结论，并给出证明此结论所用到的一个引理——中心流形定理。 
定理 若满足以下条件之一： 
1) 0 1 iR σ> > ， 1R < ， * 02N N> ， 1,2i = ； 
2) 0 1iR σ> > ， 1R < ， ( ) ( )* 02 1r N N q r kβ µ β− > − −  ， 1,2i = ，系统(2)的地方病平衡点 ),( ** INE

是局部稳定的。 
引理[8] (中心流形定理)给定向量场 

( )
( ) ( )

,
,

,
c sx Ax f x y

x y R R
y By g x y
= +

∈ ×
= +





                           (3) 

其中 
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( )0,0 0f = , ( )0,0 0Df = ; ( )0,0 0g = , ( )0,0 0Dg = . 

如果(3)存在一个 rC 的中心流形 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 , , , 0 0, 0 0,0 1c c sW x y R R y h x x h Dhδ δ= ∈ × = < = = <  , 

那么(3)的动态约束在中心流形上，对于充分小的ν ，可以通过下面的 c 维向量场给出 

( )( ), , cA f h Rν ν ν ν ν= + ∈ .                                (4) 

如果(4)的零解 0ν = 稳定(渐进稳定，不稳定)，则(3)的零解 ( ) ( ), 0,0x y = 稳定(渐进稳定，不稳定)。 

3. 定理证明 

本节主要利用中心流形定理来补充证明系统(2)的一个地方病平衡点的局部稳定性条件，文献[7]中系

统(2)存在一个地方病平衡点 ( )* *,E N I 的条件为： 
1) 0 2 11R σ σ> > > ， ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1k r d k r q r d k q rβ β µ µ µ β− = − − + + − −       ， 

( ) ( )1 0k r d q r kβ µ β− + − − >   ； 

2) 0 1 iR σ> > ， 1R < ， 1,2i = ； 
3) 0 1iR σ> > ， 1R < ， 1,2i = ； 
4) 0 1iR σ> > ， 1R > ， ( ) ( )1 0k r d q r kβ µ β− − − − >   ， 1, 2i = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
4 1 1 1 2k r d k r q r d q r k q r k k r dβ β µ µ µ β β µ β− = − − + − − − − − + −               。 

证明： 
在地方病 ( )* *,E N I 处，系统(2)的 Jacobian 矩阵为 
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此时，特征方程为 
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针对条件 1)，此时的地方病平衡点为 ( )* *,E N I ， 
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显然，在这种条件下 
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此时，若 1 0b < 成立，则会出现正的特征值，那么，地方病平衡点 ( )* *,E N I 不稳定；所以要求 1 0b > ，若

( ) ( ) ( )22
1 11 4 1 0k r d k rβ β µ σ µ σ− − − + − >   成立，则 1 0b > 。此时，特征值 1 0λ < ， 2 0λ = ，下面用中心

流形定理来判断地方病平衡点 ( )* *,E N I 的稳定性。 
首先，对系统(2)做平移变换： ( ) ( ) *N t x t N= + ， ( ) ( ) *I t y t I= + ，将地方病平衡点 ( )* *,E N I 移至原

点 ( )0,0 处，此时系统(2)变为： 
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其线性化方程对应的特征值为 1 0λ = ， 2 1bλ = − 。通过计算，可以得到 1λ ， 2λ 对应的特征向量分别为 
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计算中心流形，假设 ( ) ( )2 3 4h m am bm O m= + + ，带入上面的系统，我们可以得到 
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所以，约束在中心流形上，
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。显然在这种情况下
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， ( )0,0  

是不稳定的平衡点，因此可以得出地方病平衡点 ( )* *,E N I 在这种条件下是不稳定的。 
针对条件 2)，此时的地方病平衡点为 ( )* *,E N I ， 
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若此时 * 02N N> 成立，则 0 0b < ， 1 0b > ，进而特征方程必有两个负实根或一对带负实部的复根，因此系

统(2)的地方病平衡点 ( )* *,E N I 在这种条件下是局部稳定的。 
针对条件 3)，通过与条件 2)相同的证明方法可以得到当满足条件： 0 1iR σ> > ， 1R < ， 

( ) ( )* 02 1r N N q r kβ µ β− > − −  ， 1,2i = ，地方病平衡点 ( )* *,E N I 是局部稳定的。 
针对条件 4)，通过与条件 1)相同的证明方法，利用中心流形定理得到当满足条件： 

0 1iR σ> > ， 1R > ， ( ) [(1 ) ] 0k r d q r kβ µ β− − − − > , 1, 2i = , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
4 1 1 1 2k r d k r q r d q r k q r k k r dβ β µ µ µ β β µ β− = − − + − − − − − + −               , 

地方病平衡点 ( )* *,E N I 是不稳定的。                                                      证毕 
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