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Abstract 
After the concept of Ricci flow was proposed by Hamilton in the 1980s and applied to solve the 
Poincaré conjecture, the classification and geometry of the self-similar solution of Ricci flow (i.e., 
Ricci soliton) developed rapidly. A gradient soliton is said to be rigid if it is isometric to a quotient 
of kN R× , where N  is an Einstein manifold. Volume growth of geodesic balls is an important 
geometric property for studying manifolds and Ricci soliton and the volume growth rate is an im-
portant geometric invariant of manifolds. In this paper, we will systematically summarize the ba-
sic development of Ricci solitons, the rigidity and volume growth results of Ricci solitons, and give 
the conclusion that the complete non-compact gradient Ricci solitons have linear or Euclidean vo-
lume growth. 
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摘  要 

20世纪80年代Hamilton提出Ricci流的概念并用于解决Poincaré猜想后，Ricci流的自相似解(即Ricci孤
立子)的分类及几何结构的研究得到迅速发展。梯度Ricci孤立子为刚性的若它等距于 kN R× 的一个有限
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商空间，其中 N 为爱因斯坦流形。测地球的体积增长是研究流形及Ricci孤立子重要的几何性质，体积增

长率也是重要的几何不变量。本文将系统阐述Ricci孤立子的基本发展、Ricci孤立子的刚性及体积增长结

果，给出完备非紧致梯度Ricci孤立子线性或欧氏体积增长的结论。 
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1. 引言 

在著名华人数学家丘成桐先生的领导下，利用分析与微分方程的方法研究微分几何已经成为一个重

要的潮流，称为几何分析，其代表性工作之一是丘成桐利用几何分析的方法证明了卡拉比猜想与正质量

猜想。在此基础上，几何分析学派蓬勃发展并取得了很多非常好的研究成果。微分流形的结构能够在多

大程度上刻画其拓扑结构，其拓扑结构又如何影响其几何结构，以及如何通过几何不变量、几何估计、

几何微分方程与其它几何条件来研究与分类重要的微分流形一直是微分几何的中心研究课题之一。上世

纪 80 年代，Hamilton [1]引进了以 Ricci 流为代表的几何发展方程的方法，通过对一些具有深刻几何背景

的抛物型几何发展方程的研究来揭示黎曼流形的几何与拓扑结构，得到了许多重要的几何与拓扑结果。

实际上，Hamilton 最早引进 Ricci 流的主要目的是解决 3 维流形著名的 Poincaré 猜想(任意单连通的 3 维

闭流形必同胚与 3 维闭球面)。虽然到现在 Poincaré 猜想已被证明[2] [3] [4]，但 Ricci 流作为研究黎曼流

形最有力的工具之一，仍然有许多问题值得研究。其中一个非常重要的问题就是Ricci流的自相似解[5] (即
Ricci 孤立子)的分类及几何结构，Ricci 孤立子经常出现在 Ricci 流方程的奇异点经伸缩变换后的极限中[6] 
[7] [8] [9]，因而对其分类及几何量的研究可以更好的理解 Ricci 流的奇异结构及几何、拓扑结构。 

1.1. Ricci 孤立子介绍 

黎曼度量 ijg ，若其 Ricci 张量满足 ij ijR gρ=  ( ρ 为常数)，则称 ijg 为爱因斯坦度量。一个光滑流形 nM
带有爱因斯坦度量，则称该流形为爱因斯坦流形，Ricci 孤立子是爱因斯坦度量的自然推广。 

光滑流形上一个完备度量 ijg 称为 Ricci 孤立子，若存在光滑的向量场 ( )iV V= 使其 Ricci 张量满足 

( )1 ,
2ij i j j i ijR V V gρ+ ∇ +∇ =  

ρ 为常数。此外，若V 为一个梯度向量场，使得光滑函数 f 满足 

.ij i j ijR f gρ+∇ ∇ =  

则称 ijg 为梯度 Ricci 孤立子，光滑函数 f 称为 Ricci 孤立子的势函数。 

由于 i j j iV V∇ +∇ 为度量 ijg 在方向V 上的 Lie 导数，故上述 Ricci 方程分别可以写作
1
2 vRic L g gρ+ = 和 

2Ric f gρ+∇ = 。 0ρ = 时称为稳定 Ricci 孤立子， 0ρ > 为收缩 Ricci 孤立子， 0ρ < 时称为扩张 Ricci 孤
立子。 
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特别地， 0V =  (即 f 为常数函数)时， g 为爱因斯坦度量，因此 Ricci 孤立子为爱因斯坦度量的自然

推广，且经过适当的伸缩变换可标准化令 0ρ = ，
1
2

+ ，
1
2

− 。 

1.2. 典型的 Ricci 孤立子 

众所周知， 4n ≥ 时存在非平凡的紧致梯度收缩 Ricci 孤立子。同样的，也存在非爱因斯坦度量的完

备非紧致 Ricci 孤立子，下面给出一些完备非紧致 Ricci 孤立子的典型的例子。 
例 1.1：(cigar 孤立子) 2 维流形上，Hamilton 引进了第一个完备非紧致的稳定孤立子，称为 cigar 孤

立子，其度量为
2 2

2
2 21

dx dyds
x y
+

=
+ +

，势函数为 ( )2 2log 1f x y= − + + 。特别地，cigar 孤立子有正的高斯曲率

及线性的体积增长。 
例 1.2：(Bryant 孤立子)黎曼流形 ( )3nR n ≥ 的情况下，高维完备非紧致的梯度稳定孤立子由 Bryant

引进，Bryant 孤立子旋转对称、具有正截面曲率且以 r 为半径的测地球 ( )rB o 体积增长率为
( )1

2
n

r
+

。 

例 1.3：(Gaussian 孤立子)具有平坦欧几里得度量的 ( )0,nR g 也可以包含收缩及扩张 Ricci 孤立子，称

为 Gaussian 收缩孤立子或扩张孤立子： 

1) 
2

0, ,
4

n x
R g

 
 
 
 

为带有势函数

2

4
x

f = 的梯度收缩孤立子，且 2
0

1
2

Ric f g+∇ = 。 

2) 
2

0, ,
4

n x
R g

 
 −
 
 

为势函数是

2

4
x

f = − 的梯度扩张孤立子，且 2
0

1
2

Ric f g+∇ = − 。 

2. Ricci 孤立子的刚性 

梯度 Ricci 孤立子为 Hamilton-Ricci 流的自相似解且对应于奇异模型，因此 Ricci 孤立子的分类对数

学及物理的研究与发展都具有重要的意义，Ricci 孤立子分类的关键是结合 Ricci 孤立子方程运用微分几

何与几何分析的方法寻找与构造其上一些重要的几何不变量，建立一些有意义的几何估计、几何比较定

理并计算一些拓扑不变量，最终结合黎曼几何与拓扑学的重要定理给出其分类结果。Ricci 孤立子的研究

主要分为紧致与非紧致两大部分，在流形紧致的条件下，Perelman [2]证明了 Ricci 孤立子一定是梯度孤

立子，因此对紧致 Ricci 孤立子的研究转化为对梯度 Ricci 孤立子的研究。特别地，紧致稳定或扩张 Ricci
孤立子必为爱因斯坦度量[10] [11]，且 2、3 维紧致收缩 Ricci 孤立子也是爱因斯坦度量[11]。类似的结论

在高维情形未必成立，但对于具有正曲率算子的紧致收缩 Ricci 孤立子，Hamilton [5] (维数为 3 的情况)，
[12] (维数为 4)及 Böhm-Wilking [13] (维数大于 4)证明了它一定是球面的有限商空间。在流形完备非紧致

的条件下，又可以分为收缩、稳定、扩张的情形进行研究。其中有很多经典且重要的结果：[14]中证明了

完备收缩 Ricci 孤立子为紧致的当且仅当其上的向量场有界；曹怀东、陈兵龙和朱熹平[15]得到了没有任

何曲率条件的收缩 Ricci 孤立子的完全分类结果(3 维完备梯度收缩 Ricci 孤立子必为 3R ， 3S ， 2S R× 的

有限商空间)；高维情形下，Petersen-Wylie [16]证明了 Weyl 张量为零的 n 维梯度收缩 Ricci 孤立子若 Ricci
曲率有下界且满足一定的增长条件则一定是 nR ， nS ， 1nS R− × 的有限商空间；Ricci 孤立子稳定时，Perelman
猜想 3 维 Bryant Ricci 孤立子是唯一的完备非紧致 k-非坍塌的稳定梯度 Ricci 孤立子，最近 Brendle [17]
通过研究无穷远附近的渐近几何与 Killing 向量场最终证明了 Perelman 猜想；在高维情形，利用类似的方

法Brendle [18]还证明了具有正截面曲率与渐近圆柱条件的梯度稳定Ricci孤立子一定是旋转对称的；Ricci
孤立子扩张时，在 2 维情形，[19]中证明了存在非平凡的完备非紧致扩张 Ricci 孤立子；对于高维情形，

曹怀东[20]构造了完备非紧致的 Kähler-Ricci 稳定孤立子。 
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特别地，一个完备的梯度 Ricci 孤立子称为刚性的若它等距于 kN R× 的一个有限商空间，其中 N 为

爱因斯坦流形。作为爱因斯坦流形的推广，Ricci 孤立子自然会满足一些刚性性质。众所周知，并不是所

有的梯度 Ricci 孤立子都是刚性的，本节我们将概括总结给出一些 Ricci 孤立子能满足刚性的条件。 
Hamilton [1] (2 维情形)及 Ivey [11] (3 维情形)证明了紧致 Ricci 孤立子为刚性的。在 Ni-Wallach [21]

工作的基础上，Naber 证明了任意具有非负曲率算子的 4 维完备收缩 Ricci 孤立子是刚性的，著名的 Bryant 
Ricci孤立子表明存在具有正曲率算子的非刚性旋转对称的稳定及扩张梯度Ricci孤立子。此外不难看出，

任意维紧致稳定及扩张梯度 Ricci 孤立子是刚性的。紧致流形其数量曲率为常数时为刚性的，更一般的，

Petersen-Wylie [22]证明了以下定理： 
定理 2.1：一个有平凡势函数 f 的紧致梯度 Ricci 孤立子 ( ), ,n

ijM g f ，若 ( ), 0Ric f f∇ ∇ ≤ ，则 ( ),n
ijM g

为刚性的。 
非紧致的条件下，Perelman [3]还证明了任意具有非负截面曲率的 3 维完备梯度收缩 Ricci 孤立子为

刚性的。特别地，若一个孤立子是刚性的，则其径向曲率消失(即 ( ), 0R f f⋅ ∇ ∇ = )，且数量曲率为常数。

反过来，具有常数量曲率并满足径向平坦( ( ), 0Ric f f∇ ∇ = )只能得到紧致流形的刚性。非紧致的条件下，

Petersen-Wang [23]证明了如下结果： 
定理 2.2：一个梯度收缩(扩张) Ricci 孤立子为刚性的当且仅当该孤立子有常数量曲率且为径向平坦

的(即 ( )sec , 0E f∇ = )。 
推论 2.3：任意完备非紧致梯度收缩 Ricci 孤立子 ( ), ,n

ijM g f ，若其具有非负 Ricci 曲率并满足

( )sec , 0E f∇ ≥ ，则 ( ),n
ijM g 为刚性的。 

若函数 u 可写为 ( )u h r= ，称 u 为可求长的，其中 r 为距离函数。对具有非负径向曲率的可求长收缩

Ricci 孤立子，Petersen [23]证明了完备非紧致可求长的梯度收缩 Ricci 孤立子若具有非负径向截面曲率及

非负 Ricci 曲率则为刚性的。此外他还证明了具有最大对称性的(齐次的)梯度 Ricci 孤立子也是刚性的。 
利用 Laplacian及 f-Laplacian的最大值原理并假设 Ricci 张量非负且截面曲率满足一定的上界条件时，

Lόpez-Río [24]证明了梯度收缩 Ricci 孤立子刚性的一个充要条件： 
定理 2.4：令 ( ), ,n

ijM g f 为一个具有有界非负 Ricci 张量的完备梯度收缩 Ricci 孤立子，则 ( ),n
ijM g 为

刚性的当且仅当其截面曲率上界为
( )

2

222

Ric

R Ric−
。 

利用 Weyl 张量及数量曲率条件，Petersen-Wang [16]还得到了梯度 Ricci 孤立子的一个刚性结果。 
定理 2.5：任意具有常数量曲率的梯度 Ricci 孤立子 ( ), ,n

ijM g f ，若 0ρ ≠  (即非稳定的)且其 Weyl
张量满足 ( ) ( )2, , ,W f f o f∇ ⋅ ⋅ ∇ = ∇ ，则 ( ),n

ijM g 为刚性的。 
接着 Lόpez-Río [25]还证明了任意 n 维紧致 Ricci 孤立子为刚性的当且仅当它具有调和 Weyl 张量；

Munteanu-Sesum [26]证明了任意具有调和 Weyl 张量的 n 维完备非紧致梯度收缩 Ricci 孤立子为刚性的；

在此基础上，Yang-Zhang [27]得到了一些新的结果： 
定理 2.6：令 ( ), ,n

ijM g f 为一个完备非紧致的收缩梯度 Ricci 孤立子，若 4 0div W = ，则为 ( ),n
ijM g 刚

性的。 
结合黎曼曲率条件及一定的Weyl张量条件，他们还证明了梯度收缩Ricci孤立子若满足 4 0div Rm = 或

( )3 0div Rm f∇ = 或 ( )3 0div W f∇ = 则为刚性的。 
黎曼流形上的等周型不等式及其稳定性的研究不仅可以刻画流形上相关几何量的相互定量关系，而

且根据其等号成立的条件也可以得到一些流形刚性的结果。利用势函数上下界的增长估计可以建立 Ricci
孤立子较弱条件下的等周不等式、平均值不等式、Sobolev 不等式以及一些重要的几何积分不等式，并通

https://doi.org/10.12677/pm.2019.91002


李金楠，高翔 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.91002 15 理论数学 
 

过研究等号成立条件与不等式的稳定性也可以得到一些 Ricci 孤立子的刚性结果。 

3. 体积增长估计 

测地球的体积增长是研究微分流形及 Ricci 孤立子重要的几何性质，体积增长率是流形极为重要的几

何不变量。具有非负 Ricci 曲率的完备非紧致黎曼流形 nM 上，有两个关于测地球体积增长估计的重要定

理：经典的 Bishop 体积比较定理表明测地球有至多欧氏体积增长(即存在常数C 使得当 0r > 充分大时，

有 ( )( )0

n
xV B r Cr≤ )；另一个定理表明测地球有至少线性体积增长(即存在正常数C ，使得 ( )( )0xV B r Cr≥ )。

对于 Ricci 孤立子，利用势函数的上下界估计及势函数水平集重要的几何性质，曹怀东和周德堂证明了收

缩 Ricci 孤立子测地球至多欧式体积增长，而有关测地球体积的最少增长目前最好的结果为对数函数形式

的增长。对比一般的黎曼流形，大家猜测 Ricci 孤立子体积最少增长的最佳结果也可能为线性增长形式。

本节，我们将概括总结关于 Ricci 孤立子的渐近体积比及体积增长的上下界估计结果。 
Hamilton [10]系统地开发了 Ricci 流降低维数的研究方法。由 Hamilton 对 2 维 Ricci 流古典解的分类

可知任意具有有界曲率的 2 维完备古典解都不能达到最大体积增长。在此基础上应用降维方法，Perelman 
[2]证明了： 

定理 3.1：令 M 为一个 n 维完备非紧致的黎曼流形，假设 ( ),ijg x t ， x M∈ 且 ( ),t T∈ −∞ ， 0T > ，

( ),ijg x t 为具有非负曲率算子及有界曲率的 Ricci 流的一个非平坦古典解，则其度量的渐近体积比满足： 

( )( )0 ,
lim 0.t t

nr

Vol B x r
r→+∞

=  

推论 3.2：(Carrillo-Ni [28])任意具有非负 Ricci 曲率 0Ric ≥ 的非平坦梯度收缩 Ricci 孤立子其渐近体

积比为零，即： 

( )( )0lim 0.x
nr

Vol B r

r→∞
=  

具体到体积增长的上下界估计时也有很多重要的结果。在没有曲率假设条件的情况下，利用势函数

的上下界估计，曹怀东和周德堂[29]得到了一个经典的体积增长的上界估计： 
定理 3.3：令 ( ), ,n

ijM g f 为一个完备非紧致的梯度收缩 Ricci 孤立子，存在常数 0C > 使得当 0r > 且

充分大时有： 

( )( )0
.n

xVol B r Cr≤  

对于 Gaussian 孤立子，上述估计结果估计形式为其最优估计。在没有任何需要曲率假设条件的情形

下，Munteanu [30]证明了满足
1
2

ρ = 的标准化条件的完备非紧致梯度收缩 Ricci 孤立子，存在常数 0C > 及

0δ > 使得对于任意 r δ≥ ，有 ( )( )0

n
xVol B r Cr≤ 。 

基于[28]中命题 2.1 的证明，Zhang [31]也得到了一个体积增长的上界估计： 
推论 3.4：令 ( ), ,n

ijM g f 为一个完备非紧致的梯度收缩 Ricci 孤立子，设 0R δ≥ > ，则对任意 0η > ，

存在仅取决于η的常数C < ∞使得对于任意 0r ≥ ，体积上界增长满足： 

( )( ) ( ) ( )
0

21 .n
xVol B r C r η δ− −≤ +  

同上述推论假设条件，完备非紧致的梯度收缩 Ricci 孤立子，给定 0x M∈ ，存在取决于δ 及 0x 的常

数C < ∞使得对于任意 0r ≥ ，有 ( ) ( )
0

2( 1 n
xVol B r C r δ−≤ + 。进一步，对任意 0η > ，存在取决于η及δ 的
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常数 0c ， 1C ，当 0c c≥ 时有 ( )
( )2

2
1

n

V c C c
η δ− −

≤ 。 

若势函数在球面方向上满足一定的均匀条件，则梯度稳定 Ricci 孤立子有至多欧氏体积增长[32]： 
推论 3.5：令 ( ), ,n

ijM g f 为一个完备梯度收缩 Ricci 孤立子，且
2 1R f+ ∇ = 。设存在常数 1 2, 0C C ≥ 使

得 ( ) ( ) ( ) ( )
11 1 20 0

max , , d min , ) , d
nn

r r

SS
r t t C r t t C r

θθ
ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ

−− ∈∈
− ≤ − +∫ ∫ ，r 充分大，则对任意 x M∈ ，存在 0 0r > ，

任意 0r r≥ ，有： 

( ) ( ) ln .r f y f x r C r− ≤ − ≤ − +  

此外该孤立子有至多欧式体积增长，即对任意 x M∈ ，存在 0 0r > ，任意 0r r≥ ，有： 

( )( ), .nVol B x r Cr≤  

若对于充分大的 r 有 ( ) lnr rϕ δ≥ ，则有 

( )( ), .nVol B x r Cr δ−≤  

推论 3.6：令 ( ), ,n
ijM g f 为一个完备非紧致的梯度收缩 Ricci 孤立子，且满足标准化条件 

1
2ij i j ijR f g+∇ ∇ = 。则存在常数 ( )0 0k k µ= > ，使得当 1r ≤ ， 2

CR
r

≤ 时有： 

( ) .n
rVol B kr≥  

推论 3.7：令 ( ), ,n
ijM g f 为一个完备非紧致的梯度收缩 Ricci 孤立子，平均曲率满足

( ) ( )
1 d

D r
R V

V r
δ≤∫ ，

其中常数 0 2nδ< < 且 r 充分大。则存在常数 0C > ，使得： 

( )( )0

2 .n
xVol B r Cr δ−≥  

利用 Carillo-Ni [28]对数形式的 Sobolev 不等式及 Perelman 的非坍塌理论，Cao [33]还得到了一个体

积增长对数形式的下界估计。 
定理 3.8：令 ( ), ,n

ijM g f 为一个完备非紧致的梯度收缩 Ricci 孤立子，则 ( ),n
ijM g 有无穷大的体积。

准确地说，即存在常数 0C > ，使得 r 充分大时有： 

( )( )0
ln ln .xVol B r C r≥  

基于 Perelman [2]的方法及对数形式的 Sobolev 不等式，在不需要额外的曲率条件假设时，

Munteanu-Wang [34]证明了一个体积增长的下界的线性估计结果： 
推论 3.9：令 ( ), ,n

ijM g f 为一个完备非紧致的梯度收缩 Ricci 孤立子，则存在仅取决于维数 n 及

Perelman 不变量 0µ 的常数 0C > ，使得任意时 0r r≥ ，有： 

( )( )0
.xVol B r Cr≥  

其中 0x 为 f 的最小值点且 0r 仅取决于维数 n 。 
由对数形式的 Sobolev 不等式，显然任意具有有界 Ricci 曲率的完备非紧致梯度收缩 Ricci 孤立子有

至少线性体积增长[35]： 
定理 3.10：令 ( ), ,n

ijM g f 为一个完备非紧致的梯度收缩 Ricci 孤立子 ij i j ijR f g+∇ ∇ = ，若存在O M∈

使得
( )
1

s

a
B

s

R Cs
Vol B

≤∫ ，其中 a 为一个非零常数，s 表示距离函数 ( ) ( ),s x dist O x= ，C 为一个非负常数。
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则当 s 充分大时，有： 

( ) 1

.
a

a ss
n

Vol B
C e

s
−

≤ ⋅  

特别地，
( ) 1
1

sB
s

R n
Vol B

δ≤ <∫ 时，有 ( ) 1n
sVol B Cs δ−≥ ；

nR
BVol sB

s

≥≥∫ 2)(
1 δ

时，有 ( ) 2n
sVol B Cs δ−≤ 。 

对于梯度扩张 Ricci 孤立子，Chen [36]也得到了类似的上界估计： 
推论 3.11：令 ( ), ,n

ijM g f 为一个数量曲率为 R 的完备非紧致梯度扩张 Ricci 孤立子，若存在O M∈ 使

得
( )
1

sB
s

R Cs
Vol B

ε−≥ −∫ ，常数 0ε > ，则对 s A≥ ，常数 A 充分大，有： 

( )
lim .s

ns

Vol B
s

η
→∞

≥  

此外， Ric Cs gε−≥ − 且
( )
1

sB
s

R Cs
Vol B

ε−≤ −∫ 时， ( )1 n n
sC s Vol B Cs− ≤ ≤ 。 

定理 3.12：令 ( ), ,n
ijM g f 为完备非紧致的梯度扩张 Ricci 孤立子，若 2lim 0

s
s Sect

→∞
= ，( ( ),s dist O x= )。

则对任意 0r > 及 x M∈ ，有： 

( )( ) .n
rVol B x Cr≥  

且对任意
2
sr ≤ 及 x O≠ ，有： 

( )( ) .n
rVol B x Cr≤  

此外，若其渐近体积比存在，则对任意 0r > 及 x M∈ ，有 ( )( )1 n n
rC r Vol B x Cr− ≤ ≤ 。 

对于稳定 Ricci 孤立子，Menteanu-Sesum [26]也证明了类似于收缩孤立子(推论 3.10)的线性增长结果： 
定理 3.13：令 ( ), ,n

ijM g f 为任意梯度稳定 Ricci 孤立子，则存在常数 0, , 0a c r > ，对任意 0r r> ，其体

积增长满足： 

( )( )0
.a r

xc r Vol B r ce⋅ ≤ ≤  

由于 Bakry-Emery Ricci 张量 fRic Ric Hessf= + 及其他曲率条件的引进，势函数的估计出现许多新的

证明方法及更精确的结果，结合势函数估计结果及势函数水平集的几何性质，Ricci 孤立子的体积估计将

会有更完善的结果。 
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