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Abstract 
In this paper, we study the population model driven by truncated α-stable process. First, we limit 
the jump height of the stable process, and then under some assumptions, we prove that the global 
positive solution of the population model with negative jump still exists. At the same time, by us-
ing Khasminskii lemma and Lyapunov function, we obtain the conditions that the model satisfies 

the stationary distribution and exponential ergodicity. Besides, when 
α

ασ Ca
α

−
−

4 < 0
9 2

, this model 

will go extinct. 
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摘  要 

本文主要研究了由截尾α-稳定过程驱动的种群模型。在本文中我们首先限制稳定过程的跳跃高度，然后

在一些假设下，证明带负跳的种群模型的全局正解仍然存在；同时我们利用Khasminskii引理及
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Lyapunov函数得到了该模型满足平稳分布和指数遍历的条件。此外，我们还给出了当
α

ασ Ca
α

−
−

4 < 0
9 2

时，

该模型将趋于灭绝。 
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1. 引言 

在生态系统中，种群是占有一定空间的一群同种个体的自然组合，一般情况下，在没有人为干扰的

系统中，种群的数量可以基本保持稳定，但这种稳定却不是一直不变的。因为它总是受到各种因素的影

响。而种群生态学即研究某一生态群体个体数量的变化规律。 
二十世纪初，Lotka [1]和 Volterra [2]在不考虑外界环境影响的条件下提出了用一个常微分方程来研

究种群的数量变化，即： 

( ) ( ) ( )d d .x t x t a bx t t= −    

这就是著名的 Lotka-Volterra 模型。 
但随着研究的深入，学者们开始在 Lotka-Volterra 模型中考虑外界环境对种群数量 ( )x t 的影响。比如

Gard [3]和 Liu [4]等用布朗运动来刻画外界环境产生的噪声，从而提出随机 Lotka-Volterra 模型： 

( ) ( ) ( )( ) ( )d d d .x t x t a bx t t B tσ = − +                             (1) 

其中， ( )B t 表示标准布朗运动。 
然而，在现实生活中，种群的数量经常会因为一些突如其来的因素而在瞬间发生巨大的变化。比如

一场自然灾害可以使得种群数量骤减，气温的变化引起种群的迁入和迁出。而研究表明这个变化是服从

方差为无穷的幂律分布[5] [6] [7]。因此 Zhang [8]等提出由谱正稳定过程驱动的种群模型： 

( ) ( ) ( )( ) ( )d d d .x t x t a bx t t Z tσ = − +                            (2) 

其中我们称只有正跳的稳定过程叫做谱正稳定过程，其 Lévy 测度定义为： 

( ) 1 d , z 0;
d

0, z 0.

C z
z z

α
αµ +

 ≠= 
 =

如果

如果

 

他们证明了当随机微分方程的噪声较小时，方程具有唯一稳定分布；而当噪声较大时，方程则以概

率 1 灭绝。 
而本文在 Zhang [8]等的基础上研究由稳定过程驱动的带负跳的种群模型，则随机微分方程形式为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )d d d , 0, 2 .x t x t a bx t t Z tσ α = − + ∈                         (3) 

其中 ( )Z t 是 α-对称稳定过程，且我们给出以下几个假设(A)： 
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(A1) 给定系数 a > 0，b > 0，假定σ  > 1； 

(A2) 假定 z 满足
1 1 , 0z z
σ σ
< < ≠ 。则对应的 Lévy 测度 

( )
10

1

1d , 0 ;d

0, z 0.

z
C I

z zz z

α
σ

αν σ

 < < 
 

+


 < <= 

 ≠

如果

如果

                          (4) 

则本文我们要探讨在测度(4)式下，随机模型(3)得到的结论与 Zhang [8]等人论文中的结果有什么不同。

即： 
1) 在满足假设(A)的情况下，该随机模型(3)是否仍存在唯一正解； 
2) 随机噪声要满足什么条件，该随机模型(3)具有唯一平稳分布和指数遍历； 
3) 在什么条件下，该随机模型(3)将以概率 1 灭绝；而当模型永远持续时，又要满足什么条件？ 

2. 全局正解 

在给出方程(3)具有唯一平稳分布和指数遍历的条件前，我们先来说明这个随机微分方程的全局正解

性。 
引理 2.1：在假设(A)成立的条件下，对任意给定的初值 0x R+∈ ，随机微分方程(3)对所有的 0t ≥ ，存

在唯一的全局正解 ( )x t ，并且该解以概率 1 位于 R+ 中，即 

( ){ }, 0 1.P x t R t+∈ ∀ ≥ =  

证明：令 eτ 是爆炸时间，在 [ )0, et τ∈ 上，由 Zhang [8]等定理 2.1 证明可知，方程(3)的解 ( )x t 满足 

( ) ( )

( )

1

1
0

0

.1 d
t

t
x t

b s s
x

φ

φ

−

−
=

+ ∫
 

其中， 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 110 0 0 0
exp ln 1 d d ln 1 d ,d .

t t

z z

Ct at z z z s z N s z
z

α
α

σ σ

φ σ σ σ+< < < <

  = − + − + − + 
  

∫ ∫ ∫ ∫   

显而易见， ( ) 0tφ > ，则可推出 ( )1 0tφ− > 。从而对任意 0x R+∈ ， [ )0, et τ∈ ，都有 ( ) 0x t > 。 
下面我们证当 eτ = ∞时， ( ) 0x t > 。 

令 0 0k > ，且足够大使得 0 0
0

1 x k
k

< < 。对任意的整数 0k k> ，定义停时 

[ ) ( ) ( )1inf 0, : .k et x t x t k
k

τ τ = ∈ < > 
 

或  

设 inf ∅ = ∞，显然 kτ 是单调递增的且 k eτ τ< ，令 lim kτ τ∞ = ，有 . .e a sτ τ∞ ≤ ，因此如果我们能证明

. .a sτ∞ = ∞ ，那么 . .e a sτ = ∞ ，且对任意 0t ≥ ， ( )x t R+∈ 。 
定义一个非负函数 

( ) ( )1
1 ln 1 1 , .V x x x n x Rθ θ θ−

+= − − + ∈  

其中： { }( )0,min 1,θ α∈ 。对 0 t T∀ ≤ ≤ ，由 Itô 公式[9] [10]可知 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 0 1 10
d .kt

k kV x t V x LV x s s M t
τ

τ τ
∧

∧ = + + ∧∫                     (5) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

1
1 1

11 10 1 1 1

1 11 10 0

ln (1 ln )
d

ln (1 ln ) ( )

1 1 1 d ln 1 d

1 .

z

z z

x xz x xz x CLV x x x x a bx z
zx x x xz

C Cx a bx x z z z z z z
z z

x a bx A x B x

θ θ
θ α

αθ
σ

θθ θ α α
α α

σ σ

θ

σ σ θ θ
θ

θ θ θ σ

θ σ θσ σ σ

θ

−
− −

+< < − − −

+ +< < < <

 + − + − + − = − − +  
+ + + − −  

= − − + + − − + − +

= − − + +

∫

∫ ∫   (6) 

( ) ( ) ( )( ) ( )11 0 0
1 1 ln 1 d ,dkt

k z
M t x z z N s z

τ θθ

σ

τ σ σ
∧

< <
 ∧ = + − − +  ∫ ∫  是一个局部鞅。 

我们令 ( ) ( )( ) ( )1 11 1210
1 1 d

z

CA x x z z z A A x
z

θθ θα
α

σ

σ θσ +< <
= + − − = +∫ ，其中 11A 由变量代换 y zσ= 得， 

( )( ) ( )( )
1 1

11 1 10 0
1 1 d 1 1 d .

C CA z z z y y y
z y

θ θαα ασ
α ασ θσ σ θ+ += + − − = + − −∫ ∫  

令 ( ) ( ) ( )1 2

1 1
, 0,1

y y
H y y

y

θ θ+ − −
= ∈ 。可知 ( )1H y 在区间(0, 1)上有界，则存在一个正数 1C ，使得

( )1 1H y C≤ ，因此有 

( )1
11 1 110

d .
2

C CA H y y C
y

α
α α α

α

σ
σ

α−= ≤
−∫                           (7) 

通过泰勒展开 ( ) ( ) 21
1 1

2
y y yθ θ θ

θ
−

− < − + 和变量代换 ( )y zσ= − 得： 

( )( )
( )

( )( )
( )

0
112 1

1

10

1 1 d

1 1 d

1
.

2 2

CA z z z
z

Cy y y
y

C

θ α
α

σ

θα α
α

α
α

σ θσ

σ θ

θ θσ
α

+−

+

= + − −
−

= − − − +

−
≤

−

∫

∫                         (8) 

从而存在一个正数C ，使得
( )

1

1
2

C C
θ θ−

= + ，则有 

( ) .
2

CA x Cx
α

θασ
α

≤
−

                                 (9) 

而另一方面， 

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )

1 10 | |

1 0
11 10

11 12

ln 1 d

ln 1 d ln 1 d

.

z

CB x z z z
z

C Cz z z z z z
z z

B B

α
α

σ

α ασ
α α

σ

σ σ

σ σ σ σ

+< <

+ +−

= − +

= − + + − +
−

= +

∫

∫ ∫  
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定义 ( ) ( ) ( )2 2

ln 1
, y 0,1

y y
H y

y
− +

= ∈ 。则由洛必达法则可得： ( )2
1
2

H y ≤ 。从而有 

( )( ) ( ) ( )
1 1

11 21 10 0
ln 1 d d .

2 2
C C CB y y y H y y
y y

α
α αα α α

α α

σ
σ σ

α+ −= − + = ≤
−∫ ∫                (10) 

经过变量代换 

( )( )
( )

( )( )0 1
112 1 10

ln 1 d ln 1 d 0.
C CB z z z y y y

yz
αα α

α α
σ

σ σ σ+ +−
= − + = + − ≤

−
∫ ∫  

则 

( ) ( )
.

2 2
CB x

α
ασ
α

≤
−

                                   (11) 

把(9)式和(11)式代入(6)式，得 

( ) ( )

( )

1
1

1

2 2 2

.
2 2 2

C CLV x a x bx b x a Cx

C Ca C x bx b x a

α α
θ θ θα α

α α
θ θα α

σ σ
θ θ

α α

σ σ
θ θ

α α

+

+

= + − − + +
− −

 
= + + − − + 

− − 

 

则这必存在一个正数 C，使得 ( )1LV x C≤ 。 
对 0 t T≤ ≤ ，结合(6)式取期望得， 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1 0 .k kEV x T V x CE T V x CTτ τ∧ ≤ + ∧ ≤ +                     (12) 

令 { }k k TτΩ = ≤ ，则对充分大的数 k 有， 

( ) ( )1, , .k kx x k
k

τ ω τ ω≤ ≥或  

已知

1

1
1 0V

θ

θ

 
   =    
 

，且 ( )1V x 在区间

1
10,

θ

θ

 
  
    

 

递减，而在

1
1 ,

θ

θ

 
  +∞    
 

递增。 

于是 

( )( ) ( )( ) ( )1 1
1

1, ln 1 ln ln 1 ln .kV x k k k
k

θ
θτ ω θ θ θ θ− − ≥ − − + ∧ + − + 

 
 

那么从(12)式得， 

( )( ) ( ) { } ( ) { }( ) ( )1 1
1 1 0

1ln 1 ln ln 1 ln , .
kk k Tk k k P T EV x I V x CT

k
θ

τθθ θ θ θ τ τ ω− −
≤

 − − + ∧ + − + ≤ ≤ ≤ + 
 

 

令 .k →∞ ，我们得到 ( )1 0 . .V x CT a s∞ > + = ∞ ，这是一个矛盾。则我们必有 . .a sτ∞ = ∞ 。即 { } 1P τ∞ = ∞ = 。 
于是， ( ){ }, 0 1P x t R t+∈ ∀ ≥ = 成立，证明完成。 

3. 平稳分布 

引理 3.1 [11]：设 R+ 是正则有界的(即光滑)，若存在 R+ 中的一个有界开子集 U，使得它的闭包U R+⊂ ，

且满足： 
(i) ( )2 2inf 0

x U
xσ

∈
> ； 
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(ii) ( )sup UE τ < +∞对 R+ 的每一个紧子集 K (使得U K⊂ )均成立，其中令 inf ∅ = ∞，且 

( ){ }inf 0 :U t x t Uτ = ≥ ∈ 。 
则随机微分方程具有唯一平稳分布。 
接下来，利用上面的引理来给出本节的主要结论。 

定理 3.1：在假设(A)成立的条件下，如果 0
2

Ca
α

ασ
α

− >
−

，则随机微分方程(3)具有唯一平稳分布。 

证明：设 M 为一个充分大的正实数， 

1: .U x R x M
M+

 = ∈ < < 
 

 

显然 ( )
2

2 2
2inf 0

x U
x

M
σ

σ
∈

= > ，满足引理 3.1 中的条件(i)。接下来，我们将验证引理 3.1 中的条件(ii)。 

首先考虑函数 

( )
1

1 1 1
2 , .V x x x x R

θ
θ θ θθ θ

−− + +
+= + − − ∈  

函数 ( )2V x 在区间
1

10, θθ
−

+
 
  
 

上递减，在区间
1

1 ,θθ
−

+
 

+∞  
 

上递增。则 ( )
1

1
2 2 0.V x V θθ

−
+

 
≥ =  

 
 

由 Itô 公式[9] [10]得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2
12 10 1 1 2

1 2
1 10

11
1 10

1 2

d

1 1 d

1 1 d

.

z

z

z

x xz x x xz CLV x x x x a bx z
zx xz x x

Cx x x a bx x z z z
z

Cx z z z
z

x x x a bx A x C x

θ θ
θ α

αθ
σ

θθ θ α
α

σ

α
α

σ

θ

σ σ
θ

σ θ

θ σ θσ

σ σ

θ

−

− −
+< < − − −

− −
+< <

−−
+< <

− −

 + − + + = − − +  
− − −  

= − − + + − −

+ + − +

= − − + +

∫

∫

∫

         (13) 

其中 

( ) ( )( ) ( )11 1
1 11 1210 | |

1 1 d .
z

CC x x z z z C C x
z

α
α

σ

σ σ−− −
+< <

= + − + = +∫                  (14) 

对于积分 11C ，由 y zσ= ，我们有 

( )( ) ( )( )
1 11 1

11 1 10 0
1 1 d 1 1 d .

C CC z z z y y y
z y

αα ασ
α ασ σ σ− −

+ += + − + = + − +∫ ∫  

令 ( ) ( ) ( )
1

3 2

1 1
, 0,1

y y
H y y

y

−+ − +
= ∈ ，则不难得到 ( ) ( )3 3

0
lim 1
y

H y H y
+→

≤ = 。从而可得： 

11 .
2

CC
α

ασ
α

≤
−

                                      (15) 

又有 

( )( )
( )

( )( )0 11 1
112 1 10

1

10

1 1 d 1 1 d

1 d 0.
1

C CC z z z y y y
yz

C y
y y

αα α
α α

σ

α α
α

σ σ σ

σ

− −

+ +−

−

= + − + = − − − −
−

= − ≤
−

∫ ∫

∫
             (16) 

https://doi.org/10.12677/pm.2019.91005


燕莹莹，童金英 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.91005 42 理论数学 
 

将 11 12,C C 代入(14)式，可得 

( ) 1.
2

CC x x
α

ασ
α

−≤
−

                                   (17) 

联合(9)式和(17)式，则有 

( ) ( ) ( )1 2 1
2

1 1

2 2

.
2 2

C CLV x x x x a bx Cx x

C Ca C x b x b a x

α α
θ θα α

α α
θ θα α

σ σ
θ

α α
σ σ

θ θ
α α

− − −

+ −

≤ − − + +
− −

   
= + − + − −   

− −   

 

如果满足定理中的条件 0
2

Ca
α

ασ
α

− >
−

，则存在足够大的数 M，使得 

( )2 1, .LV x x R U+≤ − ∀ ∈ −  

而我们又知道 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1 1
12 2 0 | |

d d ,d .
z

V x LV x x xz x x xz x N s zθ θ

σ

σ σ − −

< <
= + + − + + −∫   

设 ( ){ }inf 0 :U t x t Uτ = ≥ ∈ ，从而 ( ) ( )2 00 , 0UV x E t tτ≤ − ∧ ∀ ≥ 。当 t →+∞时，我们得到 

( ) ( )2 0 ,UE V x x R Uτ +≤ < +∞ ∀ ∈ − 。 
根据引理 3.1，定理 3.1 证明完成。即方程(3)具有唯一的平稳分布。 

4. 指数遍历 

引理 4.1 [12]： ( ){ } 0t
x t

≥
为一个马尔可夫过程。如果存在一个 Lyapunov 函数 V(x)和两个正常数ψ ，K

使得 
( ) ( ) , .LV x V x K x Rψ +≤ − + ∀ ∈  

其中 L 是马尔可夫过程 ( ){ } 0t
x t

≥
的无穷小生成元，则我们称 ( ){ } 0t

x t
≥
是指数遍历的。 

定理 4.1：在假设(A)成立的条件下，如果 0
2

Ca
α

ασ
α

− >
−

，则随机微分方程(3)是指数遍历的。 

证明：首先找出一个 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) 1
3 ln 1 , .V x x x x R−

+= + + ∀ ∈  

则通过 Itô 公式计算得： 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

1

1 1
13 11 10

1

1
ln d

1 ln 1
1

.
1

z

x xz x xz
CxLV x x a bx x zxx x x x z z

x
x a bx ax b C x F x

x

α
α

σ

σ σ

σ

−

− −
+− −< <

−

  + + + +
   = − − +      +  − + − − −   +   

= − − + + +
+

∫
     (18) 

其中 ( )C x 就是(14)式的定义，而 

( ) 1 10
ln 1 d .

1 1z

Cxz xzF x z
x x z

α
α

σ

σ σ
+< <

  = + −  + +  
∫  

由基本不等式 ( )ln 1 , 0η η η+ ≤ > ，再通过变量代换
1

xz
x

σ
η =

+
，得 ( ) 0F x ≤ 。 
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代入(18)式有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
3 .

2
CLV x a bx ax b C x F x a b bx a x

α
ασ
α

− − 
≤ − − + + + ≤ + − − − 

− 
 

从而得到 

( ) ( ) ( ) 1
3 3 ln 1 .

2
CLV x V x a b bx x a x

α
ασ

ψ ψ ψ
α

− 
+ ≤ + − + + − − − 

− 
                (19) 

若满足条件 0
2

Ca
α

ασ
α

− >
−

，则必然存在一个正常数ψ ，使得 

0.
2

Ca
α

ασ
ψ

α
− − >

−
 

于是存在一个正常数 K，对 x R+∀ ∈ ，(19)式有 

( ) ( )3 3 .LV x V x Kψ+ ≤  

由引理 4.1 可知，随机微分方程(3)是指数遍历的。证毕。 

5. 灭绝性 

在本节中，我们将讨论随机微分方程(3)的灭绝性。在证明之前，我们首先引入定义及鞅的强大数定

律。 
定义 5.1：对任意初值 0x R+∈ ，如果模型的解 ( )x t 满足 ( )limsup 0, . .

t
x t a s

→+∞
= ，也就是说 

( )( )0 1, . .P x t a s= = 。则我们称模型是灭绝的。 
引理 5.1：(鞅的强大数定律[13])令 ( ) , 0M t t ≥ 是一个局部鞅，定义 

( ) ( )
( )20

d ,
, 0.

1
t

m

M M s
t t

s
ρ = ≥

+
∫  

若有 ( )lim . .mt
t a sρ

→+∞
< +∞ ，则可推出

( )lim 0 . .
t

M t
a s

t→+∞
= 。 

定理 5.1：对任意初值 0x R+∈ ，在假设(A)成立的条件下，随机微分方程(3)的解 ( )x t 服从 

( )ln 4limsup . .
9 2t

x t Ca a s
t

α
ασ
α→+∞

≤ −
−

 

特别地，若满足
4 0
9 2

Ca
α

ασ
α

− <
−

，则 ( )limsup 0, . .
t

x t a s
→+∞

= 。 

证明：由 Itô 公式可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )10 10 0 0
ln ln d ln 1 d d .

t t

z

Cx t x a bx s s M t z z z s
z

α
α

σ

σ σ +< <
= + − + + + −∫ ∫ ∫          (20) 

其中， ( ) ( ) ( )10 0
ln 1 d ,d

t

z
M t z N s z

σ

σ
< <

= +∫ ∫  是一个局部鞅。 

我们首先讨论积分 ( )( )1 10
ln 1 d

z

Cz z z
z

α
α

σ

σ σ +< <
+ −∫ 。 

令 ( ) ( ) ( )2
4

2ln 1 , 1,1
9

H y y y y y= + − + ∀ ∈ − 。对 ( )4H y 求导可得 
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( )4
4 .

1 9
yH y y
y

−′ = +
+

 

已知 ( ) ( ) ( ) ( )4 41,0 , 0; 0,1 , 0y H y y H y′ ′∈ − > ∈ < ，则可得 ( ) ( )4 4 0 0H y H≤ = 。 
因此我们有 

( )( )

( )( )

1 10

10 1

2
10 1

1

10

ln 1 d

ln 1 d

2 d
9

4 d
9
4 .
9 2

z

y

y

Cz z z
z

Cy y y
y

Cy y
y

C y
y

C

α
α

σ

α α
α

α α
α

α α
α

α α

σ σ

σ

σ

σ

σ
α

+< <

+< <

+< <

−

+ −

= + −

≤ −

≤ −

≤ −
−

∫

∫

∫

∫

                            (21) 

而对于 ( )M t ，由 Meyer 尖括号过程可知， 

( ) ( )( )

( )( )

2
1 10 0

1
2

1110 0

, ln 1 d d

ln 1 d d .

t

z

t

CM M t z z s
z

Cz z s M
z

α
α

σ

ασ
α

σ

σ

+< <

+

= +

= + +

∫ ∫

∫ ∫
 

其中， 

( )( )
( )

( )( )

0 2
111 10

1 2

10 0

ln 1 d d

ln 1 d d 0.

t

t

CM z z s
z
Cy y s
y

α
α

σ

α α
α

σ

σ

+−

+

= +
−

= − − ≤

∫ ∫

∫ ∫
 

则由基本不等式 ( )ln 1 , 0t t t+ ≤ ∀ > ，得 

( ) ( )( )

( )( )

1
2

10 0

1 2

10 0

1

10 0

, ln 1 d d

ln 1 d d

d d

.
2

t

t

t

CM M t z z s
z

Cy y s
y

C y s
y

C

ασ
α

α α
α

α α
α

α
α

σ

σ

σ

σ
α

+

+

−

≤ +

≤ +

≤

≤ < +∞
−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
 

于是通过上式可知， 

( )
( )

( )( )2
12 10 0

d ,
ln 1 d

11

.
2

t

z

M M s Ct z z
ts z

C

α
α

σ

α
α

σ

σ
α

+< <
≤ +

++

≤ < +∞
−

∫ ∫
 

由鞅的强大数定律得 
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( )lim 0 . .
t

M t
a s

t→+∞
=                                    (22) 

再把(21)式和(22)式代入(20)式，我们有 

( ) ( )0 0

4ln ln d
9 2

t Cx t x a bx s s
α

ασ
α

 
≤ + − − 

− 
∫  

上式两端同除以 t 并令 t →+∞，可得 

( )ln 4limsup .
9 2t

x t Ca
t

α
ασ
α→+∞

≤ −
−

 

此外，若有
4 0
9 2

Ca
α

ασ
α

− <
−

，则定理 5.1 的最后结论成立。即 ( )x t 以概率 1 灭绝。 
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