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Abstract 
The most classical geometric inequality in mathematics is the isoperimetric inequality, which de-
scribes the relationship between the area and perimeter of the region enclosed by a simple close 
curve in a Euclidean plane. Starting from the most classical isoperimetric inequalities, this paper ex-
plores the development process of reverse isoperimetric inequalities and summarizes the research 
results of reverse isoperimetric inequalities in recent years. It mainly introduces the development 
process and main research results of reverse isoperimetric inequalities in plane oval domain, 
high-dimensional Euclidean surface, popular surface and some special surface from three aspects. 

 
Keywords 
Isoperimetric Inequality, Inverse Isoperimetric Inequality, Isoperimetric Deficit,  
Inverse Bonnesen Type Inequality 

 
 

逆向等周型不等式的研究进展 

贾艳丽1，高  翔2* 

中国海洋大学数学科学学院，山东 青岛 
 

 
收稿日期：2019年2月16日；录用日期：2019年3月6日；发布日期：2019年3月13日 

 
 

 
摘  要 

数学中最经典的几何不等式就是等周不等式，它刻画了欧式平面中的由简单闭曲线所围区域的面积与周

长之间的关系。本文从最经典的等周不等式出发，探究逆向等周不等式的发展进程并归纳总结近年来逆
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向等周不等式的研究成果，主要从三个方面分别介绍了逆向等周不等式在平面卵形域、高维欧式曲面、

流行曲面及一些特殊曲面的发展过程及主要研究成果。 
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1. 引言 

研究背景 

等周问题是几何与凸几何分析中最经典最重要的问题。等周不等式是几何与分析中最重要的不等式

之一，它被广泛运用于分析、代数、运筹学等其它数学分支和物理、医学、建筑等其它学科中，获得几

何不等式是包含测度理论的重要运用之一，最早和最经典的几何不等式就是等周不等式，它刻画了平面

域的几何量(周长、面积)之间的关系。即若 γ 为平面上长为 L ，所围面积为 A 的简单闭凸曲线，有
2 4π 0L A− ≥ 。等周问题的认识与研究经历了漫长的历史，早在古希腊时代，人们就知道了此结论，但它

的严格证明，直到1870年，德国数学家Weierstrass才用变分的方法给出了等周问题解存在性的完整证明。

1902年，德国数学家Hurwitz用Fourier级数和Green定理给出了纯解析的证明，1939年德国数学家Schmidt
得到了等周不等式的简化证明。随后，数学家又给出了许多精彩的证明并把等周不等式推广到高维欧式

空间、常曲率空间、仿射空间、极小曲面以及特殊的黎曼流形中，并研究加强和推广的等周不等式，即

Bonnesen型不等式和欧式平面中关于两凸域混合面积的Minkowski不等式和Bonnesen型混合等周不等式。

高维曲面上等周不等式与 Sobolev 不等式等价，具有非常重要的研究价值，而逆向等周不等式作为等周

不等式的一种逆形式，在各个领域中同样有非常重的地位。 

2. 逆向等周型不等式 

近年来数学家们已经对逆向等周不等式做了深入的研究并取得许多著名的结果并运用于各个领域。

由于在高维欧式平面上等周不等式与 Sobolev 不等式等价，故本文主要从三个方面来探究逆向等周不等

式的发展过程，主要总结近年来逆向等周不等式在平面卵形域、流行上及一些特殊曲面上的发展过程及

主要研究成果。 

2.1. 欧式平面 R2上的逆向等周不等式的发展过程及主要结果 

依据经典的等周不等式，数学家定义了刻画 2R 上的凸域 D 与半径为
2π
L

的圆的差别的等周亏格 

( ) 2
2 4πD L A∆ = − 。 

1920 年 Bonnesen 发现了一系列形如 

( ) 2
2 4π DD L A B∆ = − ≥  

的不等式，其中 DB 为与区域 D 相关的非负几何量，当且仅当 D 为圆盘时 0DB = ，此类不等式称为
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Bonnesen 型不等式。最著名的 Bonnesen 型不等式为 
设 D 为平面中由简单闭曲线围成的面积为 A ，周长为 L 的域，则 

( ) ( )22
2 πD R r∆ ≥ −  

其中 r 和 R 分别表示 D 的最大内切圆半径和最小外接圆半径。当且仅当 D 为圆盘时等号成立。 
后继数学家用不同的方法给出许多不同形式的 Bonnesen 型不等式(例如文献[1]-[7])，与 Bonnesen 型

不等式相应的是逆 Bonnesen 型不等式，即 

( ) 2
2 4π DD L A U∆ = − ≤  

其中 DU 为与 D 相关的非负几何量。人们对等周亏格的研究有很长的历史，以前的工作主要是对下界的

估计，但等周亏格上界的估计即对逆 Bonnesen 型不等式的研究日益丰富得到了许多非常重要的结果。 
1933 年，对 2R 中的卵形域 D  (边界有连续的曲率半径的凸域)，Bottema 得到一个非常著名的逆

Bonnesen 型不等式(详见文献[8]) 

( ) ( )22 2
2 4π π M mD L A ρ ρ∆ = − ≤ −  

其中， mρ 和 Mρ 分别为 D 的边界 D∂ 的曲率半径 ρ 的最小值与最大值，当且仅当 M mρ ρ= 即 D∂ 为圆盘时

等号成立。 
1955 年，Pleijel 对 Bottema 的结果做了进一步推广，得到如下结果(详见文献[9]) 

( ) ( )( )22
2 4π 4 π M mD L A π ρ ρ∆ = − ≤ − − 。 

Howard、高翔、潘生亮、张洪等人用分析及曲率流的方法得到一些对于 2R 中卵形区域上成立的逆

Bonnesen 型不等式(详见文献[10] [11] [12] [13]) 

( ) 2
2 4πD L A c A∆ = − ≤  ，                                (1) 

其中 c为一常数， A 为 D∂ 的曲率中心的轨迹所围区域 D 的面积，当且仅当 D 为圆盘即 D 为一个点时等

号成立。 
注：(1)式中的 A 可能非正。 
最近ChangJun Li和Xiang Gao在结果(1)的基础上对平面上卵形区域上成立的逆向等周不等式做了进

一步研究，得到了如下结果，并利用傅里叶级数证明了该结果(详见文献[14])。 
定理 1：若 γ 为欧式平面 2R 上严格凸 2

+ 闭曲线，长度为 L，所围区域面积为 A，记 A 为曲率中心的

轨迹所围面积，则对任意的常数 , , , , ,α β λ δ σ ω满足 

, 0
2 4π 0
8 8 4 0
6 24 4 0

α λ
β δ σ α
β λ ω α
β λ ω σ

≥
 + + − ≥
 − + − ≥
 + + − ≥

， 

有 

( ) ( )
2 2

2 2 2

0 0

d d d 0k s L A A
π π

β
γ

α β ρ θ θ λ ρ θ θ δ σ ω+ + + + + ≥∫ ∫ ∫  ，                (2) 

( )
2

2 2

0
d 2

π
L A A

π
ρ θ θ ≥ − +∫  ，                              (3) 
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[ ]
( )

2
2

0.2π

1max 2
2π π

L A A
θ

ρ θ
∈

 
≥ − + 

 
 ，                            (4) 

( )2π2 2
0

910 d d
4

A k s Aβγ
ρ θ θ≤ + +∫ ∫  ，                           (5) 

( ) ( )2π 2π22 2
0 0

2 d d 30L Aβρ θ θ ρ θ θ≤ + +∫ ∫ ，                         (6) 

其中， k 为 γ 的曲率， ρ 和 βρ 分别表示曲线 γ 和曲率中心的轨迹的曲率半径。当且仅当 γ 为圆周时不等

式(3)~(6)等号成立；不等式(2)等号成立的充分必要条件为 γ 为圆周且参数 , , , ,α β γ δ ω满足 

0
2 4π 0
α
β δ σ
=

 + + =
。 

在文献[9]和文献[15]中，Stantalo 得到单位球面 2S 上的卵形区域的逆 Bonnesen 型不等式 

2 24π
2 2

L l A aL A A − − − + ≤ + 
 

。 

其中 ,L A和 ,l a 分别表示具有最大测地曲率半径与最小测地曲率半径的测地圆盘的周长和面积，当且仅当

D 为测地圆盘时等号成立。 
周家足在此基础上，得到对欧式平面 2R 中任意凸区域均成立的逆Bonnesen 型不等式(详见文献[16] [17])。 
定理 2：若 D 为欧式平面 2R 上任一周长为 L ，所围面积为 A 的凸域，则有 

( ) ( )2
2 4π 2πD L A L R r∆ = − ≤ − ， 

( ) ( )2 2 2 2
2 4π 4πD L A R r∆ = − ≤ − ， 

( ) ( )
2

2 2 2
2

π4π LD L A R r
A

∆ = − ≤ − 。 

其中 r 和 R 分别表示 D 的最大内切圆半径和最小外接圆半径，上述不等式的等号均成立当且仅当 D 为圆

盘时。 
张洪，罗永超等在文[18]中得到利用 Ros 不等式得到与下面的不等式(详见文献[12])：设γ 为欧式平面 2R

中长度为 L 的简单闭曲线，γ 围成一面积为 A 的域 D ，设 s 为γ 的弧长，若γ 的曲率 k 处处不为零，则有 
2

1 2πd
πk

L As
γ

−
≥∫  

等价的逆向等周不等式(详见文献[18])。 
定理 3：设 γ 为欧式平面 2R 中长度为 L 的简单闭曲线，γ 围成一面积为 A 的域 D ，设 s 为 γ 的弧长，

若 γ 的曲率 k 处处不为零，则有 
2

2 14 2π
2πk
LL A ds

γ
π

 
− ≤ − 

 
∫ ，                              (7) 

当且仅当 γ 为圆时等号成立。 
戴勇，吴现荣等结合式(7)的结果并利用 2R 中卵形域的 Ros 定理及其加强形式，得到如下 2R 中卵形

域中与 Ros 等周亏格相关的几个逆 Bonnesen 型不等式(详见文献[19])。 
定理 4：设 γ 为欧式平面 2R 中长度为 L 的简单闭曲线，γ 围成一面积为 A 的域 D ，设 s 为 γ 的弧长，

若 γ 的曲率 k 处处不为零，则有 
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( )2 14π 2π d 2kL A s A
γ

− ≤ −∫ ， 

( )2 14π π d 2kL A s A
γ

− ≤ −∫ ， 

2
2 14π π d

2πk
LL A s

γ

 
− ≤ − 

 
∫ 。 

当且仅当 γ 为圆时等号成立。 
若令 2

εΧ 为 2 维单连通，曲率为常数 ε 的曲面，则对 2
εΧ 上的 D ，令 D 的面积为 A ， D∂ 的周长为 L ，

可定义关于 D 的等周亏格 
( ) 2 24πD L A Aε ε∆ = − + ， 

( )Dε∆ 刻画了面积为 A 周长为 L 的域与测地圆盘之间的差别。 
Li 和 Zhou 仿照 Bottema 的不等式的方法，得到 2

εΧ 上卵形区域 D 的与 Bonnesen 型不等式相似的不

等式(详见文献[20]) 

( )
2

2 24π 2π
2 2 2

mMD L A A A tn tnε ε ε
ρρε

ε
    ∆ = − + ≤ − −      

      
。 

其中定义

( )

( )

1 sinh 0

0
1 sin 0

t

t

t

ε ε
ε

ε

ε ε
ε

 − < − =

 >


， ( )
( )

( )

cosh 0

: 1 0

cos 0

t

cn t

t
ε

ε ε

ε

ε ε

 − <
= =


>

，则 ( ) ( )
( )

sn t
tn t

cn t
ε

ε
ε

= ， mρ 和 Mρ 分别为 D

的边界 D∂ 的曲率半径 ρ 的最小值与最大值，当且仅当 D 为圆盘时等号成立。 

Xia Yunwei、Xu Wenxue 等在文[21]中仿照 Zhou 和 Ren 所提出的命题得到了 2
εΧ 上一般凸区域的逆

Bonnesen 型不等式(详见[17] [22])。 
定理 5：若 D 为 2

εΧ 上所围面积为 A ，周长为 L 的凸域，则有 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
2 24π 4π R rD L A A A L tn tnε ε εε ε∆ = − + ≤ − − ， 

( ) ( ) ( )
2

22 2 2
2 24π 4π R AD L A A A tn

Lε εε ε
 

∆ = − + ≤ − − 
 

， 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2
24π 4π

4π
rL LD L A A A tn

A Aε εε ε
ε

 
∆ = − + ≤ − − − 

。 

其中 r 和 R 分别表示 D 的最大内切圆半径和最小外接圆半径，当且仅当 D 为圆盘时等号成立。 

2.2. 特殊曲面上的逆向等周不等式的发展过程及主要结果 

2.2.1. 星形域上的逆向等周不等式 
Jianbo Fang 在文献[23]中研究了星形域的逆向等周不等式，将平面上凸曲线的曲率中心的轨迹推广

到星形域上，但星形曲线没有曲率中心的轨迹，故利用极坐标在星形区域上建立一种新的参数轨迹，并

利用此结果建立了星形平面曲线的逆向等周不等式。 
对星形曲线，我们考虑轨迹 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2d sin , cos
d

s N Nθ θ θβ θ γ θ θ γ θ γ γ θ γ θ γ θ
θ

= + = + + = − ， 
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其中 ( ) ( )
2 2

1 sin cos , cos sinN θ θ

θ

θ γ θ γ θ γ θ γ θ
γ γ

= − − −
+

为 γ 的单位内法向量。则由 β 所围闭区域的面积

为
22π

0

1 d
2

A θγ θ= ∫ 。 

故若 K 为星形区域，面积为 A ，周长为 L ，则有 

( )
2

2π 2 2
0

d
2π
L

θγ γ θ+ ≥∫ ， 

当且仅当 γ 为圆周曲线时等式成立。依据上式可得如下星形平面曲线的逆向等周不等式(详见文献[23])。 
定理 6：若 K 为星形区域，面积为 A ，周长为 L ， β 的边界所围面积为 A ，则有 

( )2 4πL A A≤ +  ， 

当且仅当 γ 为圆周曲线时等式成立。 

2.2.2. 2 维 Alexandrov 空间上的逆向等周不等式 
在文献[24]中，Alexandrov 提出流行上同胚于一圆盘 A.D 的 2 维曲率有界的区域上的不等式 

( )
2

2 2π
LA
ω+

≤
−

， 

其中ω+ 表示区域的正曲率，当且仅当区域与在顶点处的曲率 2πω+ < 的右圆锥的侧面等距时等号成立。 
Alexander A.在此基础上提出 Alexandrov 空间上的逆向等周不等式(详见文献[25])。 
定理 7：设G 为与曲率大于等于 c的 2 维 Alexandrov 空间上的圆盘同胚的区域，若G 的边界曲线 γ

为 λ −凸，周长为 L ，所围面积为 A ，则有 
1) 0c =  

2

1 sin
2 2
L LA λ
λ λ

≥ − ； 

2) 2c k=  

2 2

2 22 2

4 arctan tan
4

k LA L
k kk

λ λ λ

λ

  +  ≥ −
  +   

； 

3) a) 2c k= − 且 kλ >  

2 2

2 2 2 2

4 arctan tan
4

L kA L
k k k

λ λ λ

λ

  −  ≥ −
  −   

； 

b) 2c k= − 且 kλ =  

2

4 arctan
4

L kLA
k k

≥ − ； 

c) 2c k= − 且 kλ <  

2 2

2 2 2 2

4 arctan tanh
4

L kA L
k k k

λ λ λ

λ

  −  ≥ −
  −   

。 

当且仅当G 为曲率为常数 c 的平面上的长度为 L 的 λ -凸弓形区域。 
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2.2.3. Wulff 流上的逆向等周不等式 
Wulff 流起源于方向朝外以单位速度流动的正常流，故对平面上的两有界凸区域 ,K W ，其各自边界

,K W∂ ∂ 的支持函数分别为 ,p r ， ( ),C t• 为一族凸闭曲线，则 Wulff 流可定义为
( )

( ),0

C r N N
t

C K

∂ =
∂

 • = ∂

，其中

( ),N N t= • 为 t 时刻单位法向量。 

令 K 为沿向外法线方向以单位速度增长的平面凸区域，则相应区域的面积可表示为 

( ) 2πA t A Lt t= + + 。 

若设凸区域 K 的面积为 KA ，周长为 KL ，函数 ( )WP θ 为凸体W 的支撑函数，且W 的面积为 WA ，周

长为 WL ，则 Wulff-Steiner 多项式可表示为(参考文献[26]) 

( ) 2
, ,K W K K W WA t A L t A t= + + ， 

其中 ,K WL 为 K∂ 关于W 的 Wulff 长度，可表示为 

, dK W WK
L P s

∂
= ∫ ， 

其中 K∂ 为 K 的边界， s 为 K∂ 的弧长参数，则 , 0K WA = 的判别式 

( ) 2
, 4W K W K WK L A A∆ = −                                  (8) 

为 Wulff 等周亏格(详见文献[26])。且当仅当W 为单位圆盘时 ( )W K∆ 与 K 的等周亏格相等。 
故根据 Wulff 等周亏格式(8)，得到如下 Wulff 流上的逆向等周不等式(详见文献[26] [27])。 
定理 8：设 ,K W 为 2R 上两卵形体，面积分别为 KA 和 WA ，记 Wr 和 WR 分别为 K 的最大W -内接圆半

径和最小W -外切圆半径，则有 

( ) ( )2
, ,4 2W K W K W W K W W WK L A A A L R r∆ = − ≤ − ， 

( ) 2
, ,

1 14 2W K W K W W K W
W W

K L A A A L
r R

 
∆ = − ≤ − 

 
， 

( ) 2
, ,4 2 W

W K W K W K W W W
W

A
K L A A L A R

R
 

∆ = − ≤ − 
 

， 

( ) 2
, ,4 2 K

W K W K W K W W W
W

AK L A A L A r
r

 
∆ = − ≤ − 

 
。 

其中 { }maxWr t tW K= ⊆ ， { }minWR t K tW= ⊆ ，当且仅当 K 与W 位拟时等式成立(若存在一些 
20,t x R> ∈ ，使得 K x tW= + 成立，则称 K 与W 位拟)。 

2.3. 欧式平面上任意两个区域上的逆向等周不等式的发展过程及研究结果 

数学家们不满足于只在单一的区域上研究等周不等式，依照平面上等周不等式的研究思路，得到了

对平面上任意两个简单闭曲线所围成的域 ( )0,1kK k = ，记它们周长为 kL ，所围面积为 kA ，则有 
2 2 2
0 1 0 116π 0L L A A− ≥ 。 

此不等式称为对称混合等周不等式，当其中一个域为圆盘时该不等式为经典等周不等式(详见文献[5] 
[28])。 

同样可根据对称混合等周不等式得定义，定义关于平面上两域 ( )0,1kK k = 的对称混合等周亏格 
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( ) 2 2 2
2 0 1 0 1 0 1, 16πK K L L A A∆ = −  

周家足等人的到对平面上任意两凸域均成立的逆 Bonnesen 型对称混合不等式(详见文献[5] [29])。 
令 ( )0,1kK k = 为 2R 中任两所围面积为 kA ，周长为 kL 的凸域，则有 

( ) ( )2 2 2
2 0 1 0 1 01 1 01 1, 4πK K L L R R r r∆ ≤ − ， 

( ) ( )4 2 4 2 4
2 0 1 01 1 01 1, 16πK K R R r r∆ ≤ − ， 

( ) ( )
2 2 2

2 4 2 40 1
2 0 1 01 1 01 1

0 1

π
,

L LK K R R r r
A A

∆ ≤ − 。 

其中 ( ){ }01 1 0 2max : ;r t t gK K g G= ⊆ ∈ ， ( ){ }01 1 0 2min : ;R t t gK K g G= ⊇ ∈ 分别为 0K 相对于 1K 的相对内半

径与相对外半径， 2G 为 2R 中的刚体运动群。 1 1,r R 分别为 1K 的最大内切圆半径和最小外接圆半径，当且

仅当 0K 与 1K 均为圆盘时等号成立。当 1K 为单位圆盘时，上述逆 Bonnesen 型对称混合不等式为逆

Bonnesen 型不等式。 
周家足，王鹏富等人利用积分几何中的 Poincare 运动公式，Blasohke 运动公式及包含测度理论研究

关于平面两凸域的 Bonnesen 型对称混合不等式，得到了一些关于 2R 中任意两卵形域的逆 Bonnesen 型对

称混合不等式(详见文献[29])。 
设 ( )0,1kK k = 为 2R 中任两卵形域，若记 ( ){ }maxM kKρ ρ= ∂ ， ( ){ }minm kKρ ρ= ∂ ，令 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ){ }01 0 1 0 1 1 0 2, , max : :m g
m M mK K K K t t gK K g Gρ ρ ρ ρ≡ = ∂ ≤ ∂ ∈ ， 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ){ }01 0 1 0 1 1 0 2, , min : :M g
M m MK K K K t t gK K g Gρ ρ ρ ρ≡ = ∂ ≥ ∂ ∈ ， 

则有 
2

1 0 1 0 01 012π 2π 0; m MA t L L t A t tρ ρ− + ≥ ≤ ≥或 。 

当 0K 和 1K 均为圆盘时等号成立。此外通过计算可从上式得 

( ) ( ) ( ) 222 2
2 0 1 1 01 1 01 0 1 01 01, 4π 2π ;M M m MK K A t A t L L t tρ ρ ρ ρ ∆ ≤ − + + − ≤ ≥  或 ，             (9) 

当 0K 和 1K 均为圆盘时等号成立。 
令式(9)中关于平面两卵形域的对称混合亏格的上界为关于 t 的函数 ( )h t ，即 

( ) ( ) ( ) 222 2
1 01 1 01 0 1 01 014π 2π ;M M m Mh t A t A t L L t tρ ρ ρ ρ = − + + − ≤ ≥  或 。 

则知 ( )h t 在 01
mt ρ= 和 01

Mt ρ= 时取得最小值。故当 01
mt ρ= 时，有 

( ) ( ) ( ) 222 2
2 0 1 1 01 01 1 01 01 0 1, 4π 2πM m M mK K A A L Lρ ρ ρ ρ ∆ ≤ − + + −  ，                (10) 

当 0K 和 1K 均为圆盘时等号成立。当 01
Mt ρ= 时，有如下定理。 

定理 9：设 ( )0,1kK k = 为 2R 中面积为 kA ，周长为 kL 的两卵形域，则有 

( )
2

2 2 0 1
2 0 1 1 01

1

, 16π
4π

M L LK K A
A

ρ
 

∆ ≤ − 
 

，                           (11) 

当 0K 和 1K 均为圆盘时等号成立。 
同理对 ( )0,1kK k = 为 2R 中面积为 kA ，周长为 kL 的两卵形域，有 

( ) ( ) ( ) 222 2
2 0 1 1 01 1 01 0 1 01 01, 4π 2π ;m m m MK K A t A t L L t tρ ρ ρ ρ ∆ ≤ − + + − ≤ ≥  或 ，            (12) 
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当 0K 和 1K 均为圆盘时等号成立。 
令式(12)中关于平面两卵形域的对称混合亏格的的上界为关于 t 的函数 ( )q t ，即 

( ) ( ) ( ) 222 2
1 01 1 01 0 1 01 014π 2π ;m m m Mq t A t A t L L t tρ ρ ρ ρ = − + + − ≤ ≥  或 。 

则知 ( )q t 在 01
mt ρ= 和 01

Mt ρ= 时取得最小值。故当 01
mt ρ= 时，即为到式(9)当 01

Mt ρ= 时，有如下定理。 
定理 10：设 ( )0,1kK k = 为 2R 中面积为 kA ，周长为 kL 的两卵形域，则有 

( )
2

2 2 0 1
2 0 1 1 01

1

, 16π
4π

mL LK K A
A

ρ
 

∆ ≤ − 
 

，                          (13) 

当 0K 和 1K 均为圆盘时等号成立。 
从式(11)与式(13)可得 

( ) ( )22 2
2 0 1 1 01 01, 4π M mK K A ρ ρ∆ ≤ − ，                           (14) 

( ) 2 2 0 1 0 1
2 0 1 1 01 01

1 1

, 16π
4π 4π

M mL L L LK K A
A A

ρ ρ
  

∆ ≤ − −  
  

。                     (15) 

注 1)：当 0 1
01 01

1

0
2π

M m L L
A

ρ ρ+ − ≥ 时，式(13)为(10)，(11)，(12)，(14)和(15)中最好的关于平面两卵形域的

逆 Bonnesen 型对称混合不等式； 

当 0 1
01 01

1

0
2π

M m L L
A

ρ ρ+ − ≤ 时，式(11)为(10)，(11)，(13)，(14)和(15)中最好的关于平面两卵形域的逆

Bonnesen 型对称混合不等式。 
2)：当 1K 为单位圆盘时，上述关于两卵形域的逆 Bonnesen 型对称混合不等式变为如下由 Bottema，

Bokowski，Heil，周家足，潘生亮等人的得到的逆 Bonnesen 型不等式(详见文献[1] [8] [10] [17])。 

( ) ( )2
2 2π MK Lρ∆ ≤ − ； 

( ) ( )2
2 2π mK L ρ∆ ≤ − ； 

( ) ( )( )2 2π 2πM mK L Lρ ρ∆ ≤ − − ； 

( ) ( )22
2 π M mK ρ ρ∆ ≤ − ； 

( ) ( ) ( ) 222
2 π πM m M mK Lρ ρ ρ ρ ∆ ≤ − + + −  ， 

当且仅当 K 为圆盘时等号成立。 
根据欧式空间中混合体积的定义知 2 维欧式平面中两凸体的混合面积，若设 ( )0,1iK i = 为欧式平面

2R 中面积为 iA 的两凸域，支撑函数为 ( )
iKh ⋅ ，弧长微元为 ids ，则凸域 0 1sK tK+ 的面积为关于 s 和 t 的 2

次齐次多项式(详见文献文献[30])。 

0 1

2 2
0 1 012sK tKA A s A t A st+ = + + ， 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 1 0 1

0 11 0

2π
01 0

1 0

1
2
1 1d d
2 2

K K K K

K KK K

A h h h h

h s h s

θ θ θ θ

θ θ
∂ ∂

 ′ ′= − 

= =

∫

∫ ∫  
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叫做 0K 与 1K 的混合面积。 
罗淼在文献[30]中定义欧式平面 2R 中两凸域的对称混合等拟亏格 

( ) 2
2 0 1 01 0 1,K K A A A∆ = − ，                               (16) 

它刻画了 0K 与 1K 的位拟程度。特别地，当两凸域中有一个微单位圆盘时，对称混合等拟亏格就与另一

域的等周亏格等价。 
罗淼，周家足等人利用积分几何的平移包含测度，对上式(16)中定义的欧式平面中两凸域的对称混合

等拟亏格的上界进行了研究，得到如下的结果。 
当 ( )0 1,Mt K Kρ≥ 时，有 

( ) ( )( )
2 222 1

01 0 1 0 1 1 0 1 01
1, , 2

4 4M M
AA A A t K K A t K K Aρ ρ  − ≤ − + + −    ，             (17) 

( ) ( )

222
2 1
01 0 1 0 01

0 1 0 1

1 1 1 1 1 2
4 , 4 ,M M

AA A A A A
K K t t K Kρ ρ

    
− ≤ − + + −            

。            (18) 

在不等式(17)和(18)中，若令 ( )0 1,Mt K Kρ= ，分别可得如下逆 Bonnesen 型对称混合等拟不等式(详见

文献[31])。 
定理 11：设 ( )0,1iK i = 为 2R 中面积为 iA 的两凸域， 01A 是 0K 与 1K 的混合面积， ( )0 1,M K Kρ 和

( )0 1,m K Kρ 分别为 0K 关于 1K 的曲率外半径和曲率内半径，则有 

( )
2

2 2 01
01 0 1 1 0 1

1

,M
AA A A A K K
A

ρ
 

− ≤ − 
 

， 

( )

2

2 2 01
01 0 1 0

0 0 1

1
,M

AA A A A
A K Kρ

 
− ≤ − 

  
。 

进一步有(详见文献[31]) 

( ) ( ) ( )
2

22 1
2 0 1 01 0 1 0 1 0 1, , ,

4 M m
AK K A A A K K K Kρ ρ ∆ = − ≤ −  ， 

2 22
2 01 011
01 0 1 0 1 0 1

1 1

( , ) ( , )
2 m M

A AAA A A K K K K
A A

ρ ρ
    
 − ≤ − + −   
     

， 

( ) ( )2 2 01 01
01 0 1 1 0 1 0 1

1 1

, ,m M
A AA A A A K K K K
A A

ρ ρ
  

− ≤ − −  
  

。 

同理当 ( )0 1,mt K Kρ≤ 时，有 

( ) ( )( )
2 222 1

01 0 1 0 1 1 0 1 01
1, , 2

4 4m M
AA A A K K t A K K t Aρ ρ  − ≤ − + + −    ，             (18) 

( ) ( )

222
2 0
01 0 1 0 01

0 1 0 1

1 1 1 1 1 2
4 , 4 ,m m

AA A A A A
t K K t K Kρ ρ

    
− ≤ − + − −            

。            (19) 

在不等式(18)和(19)中，当 ( )0 1,mt K Kρ= 时，可分别得到如下逆 Bonnesen 型对称混合等拟不等式(详
见文献[30])。 

定理 12：设 ( )0,1iK i = 为 2R 中面积为 iA 的两凸域， 01A 是 0K 与 1K 的混合面积， ( )0 1,M K Kρ 和
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( )0 1,M K Kρ 分别为 0K 关于 1K 的曲率外半径和曲率内半径，则有 

( ) ( )
2

2 2 01
2 0 1 01 0 1 1 0 1

1

, ,m
AK K A A A A K K
A

ρ
 

∆ = − ≤ − 
 

； 

( ) ( )

2

2 2 01
2 0 1 01 0 1 0

0 0 1

1,
,M

AK K A A A A
A K Kρ

 
∆ = − ≤ − 

  
。 

进一步有 

( )

2

2 2 01
01 0 1 0

0 1 0

1
,m

AA A A A
K K Aρ

 
− ≤ −  

 
， 

( ) ( )

22
2 0
01 0 1

0 1 0 1

1 1
4 , ,m M

AA A A
K K K Kρ ρ

 
− ≤ −  

 
， 

( ) ( )

2 22
2 0 01 01
01 0 1

0 1 0 0 0 1

1 1
2 , ,m M

A A AA A A
K K A A K Kρ ρ

    
 − ≤ − + −           

， 

( ) ( )
2 2 01 01
01 0 1 0

0 1 0 0 0 1

1 1
, ,m M

A AA A A A
K K A A K Kρ ρ

  
− ≤ − −    −  

。 
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