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Abstract 
In this paper, we study the invariant properties of tilted algebras under base field extensions. Let 
K be an algebraic closed field, A be a finite-dimensional K-algebra, and F be a separable extension 
of K. We prove that A is a tilted algebra if and only if so is KA F⊗ . 
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摘  要 

本文讨论了倾斜代数在基本域扩张下的倾斜不变性。设K是一个代数封闭域，A是一个有限维K-代数，F
是一个可分K-扩张。本文主要证明A是倾斜代数当且仅当 KA F⊗ 是倾斜代数。 
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1. 引言 

经典的 1-倾斜模和倾斜代数是倾斜理论的两个基本的研究对象。前者是由 Brenner 和 Buttler 在[1]中
提出的；后者作为遗传代数上 1-倾斜模的自同态代数是由 Happel 和 Ringel 在[2]中引入的。对于任一个

正整数 m，Miyashita 在[3]中将 1-倾斜模的概念推广到 m-倾斜模。众所周知，倾斜模和倾斜代数在代数

表示论中起到十分重要的作用，研究诸如代数扩张等具有一定联系的两个代数间的倾斜不变性一直为人

们所关注[4] [5] [6]。 
设 A 是一个有限维 K-代数，F 是一个 MaLand 意义下[7] [8]的可分 K-扩张，则 KA F⊗ 是 A 的一类重

要的代数扩张。Passman [6]证明了 KA F⊗ 既是 A 的优化扩张还是 A 的 Frobienus 扩张。因而， KA F⊗ 和

A 之间的不变性质一直是人们重要研究对象。诸如表示型，整体维数，Gorenstein-整体维数等等都在

KA F⊗ 和 A 之间保持不变[5] [6] [8]。南京大学黄兆泳教授和本文作者在[4]中证明了二者具有相同的有

限维数和表示维数。从[4]中可知 KA F⊗ 是遗传代数当且仅当 A 是遗传代数。而遗传代数恰好是一类重

要的倾斜代数。一个自然的问题就是：如果 KA F⊗ 和 A 中有一个是倾斜代数，那么另一个是否为倾斜代

数？本文给出了一个完整的回答。本文的主要定理 
定理 1.1：设 K 是一个代数封闭域，A 是一个有限维 K-代数，F 是一个可分 K-扩张。则 A 是倾斜代

数当且仅当 KA F⊗ 是倾斜代数。 

2. 预备知识 

本文中的所有代数都是有限维 K-代数，其中 K 是一个代数封闭域，所有模都是有限生成右模。设 A
有限维 K-代数，将所有有限生成的 A-模构成的范畴记为 mod A。记 pdAT 和 addAT 分别为 A-模 T 的投射

维数和 A-模 T 有限直和的直和项，记 gl.dim A 为 A 的整体维数。 
设 A 是一个有限维 K-代数，F 是一个可分 K-扩张。因为 KA F⊗ 既是 A 的优化扩张还是 A 的 Frobienus 

扩张，我们有以下结论。 
引理 2.1：设 A 是一个有限维 K-代数，F 是一个可分 K-扩张。 
1) 对于任一个 KA F⊗ -模 M，则 M 是 KA F⊗ -模 KM F⊗ 的直和项； 
2) 对于任一个 KA F⊗ -模 N，有 ( )

K KA F A A K A Fpd N pd N pd N F⊗ ⊗
= = ⊗ ； 

3) 如果 I 是内射 A-模，则 KI F⊗ 是内射 KA F⊗ -模； 
4) .  . Kgl dim A gl dim A F⊗= 。 
定义 2.2 [3]：有限生成 A-模 T 称为 m-倾斜模，如果 
1) Apd T m≤ ； 
2) 对于任意正整数 i，都有 ( ), 0i

AExt T T = ； 
3) mod A 中存在长正合列： 0 10 0,m i AA T T T T add T→ → → → → → ∀ ∈ 。 
定义 2.3 [2]：有限维代数 A 称为倾斜代数，如果存在遗传代数 B 上的 1-倾斜模 T，使得 BA TEnd= 。 
不难证明有限维 A 是倾斜代数当且仅当存在一个自同态代数为遗传代数的 1-倾斜 A-模。 
设 ℑ是加法范畴， ( ),OP Bℑ ℑ 为由 ℑ到 AB (Abel 群范畴)的所有反变函子组成的范畴。称函子

: OPF ABℑ → 是凝聚函子，如果 ( ),OP ABℑ 中存在正合列： 

( ) ( )1 0, , 0A AHom A Hom A F− → − → → ， 
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1A ∈ℑ， 0,1i = 。我们将 ( ),OP ABℑ 中所有凝聚函子组成的子范畴记为ℑ。由 Yoneda’s 引理，ℑ的投射对

象是 ( ),OP Bℑ ℑ 中的形如 ( ),AHom X − ， X ∈ℑ的函子。 
ℑ的整体维数定义为所有凝聚函子的投射维数的上确界。下面的引理给出了自同态代数的整体维数

和凝聚函子范畴的整体维数之间的联系。 
引理 2.4 [9]：设 A 是有限维 K-代数，M 是有限生成 A-模。则 

.  .A AMgl dim End gl dim add T= 。 

3. 主要结果 

引理 3.1：设 K 是一个域，A 是一个有限维 K-代数，F 是 K 上的一个可分域扩张，M 是一个 KA F⊗

模，m 是正整数。则 
1) 如果 X 是 m-倾斜 A-模，则 KX F⊗ 是 m-倾斜 KA F⊗ -模。 
2) 如果 Y 是 m-倾斜 A-模，则 Y 是 m-倾斜 KA F⊗ -模。 
证明：首先，由([4]，引理 3.5)得 KA F⊗ 是有限维 K-代数。 
1) 由 m-倾斜代数的定义，结论显然成立。 
2) 设 ( ):F K n= 。 
我们先证明必要性。 
a) 设 M 是一个 m-倾斜 KA F⊗ -模，则由引理 2.1 可得

KAA Fpd M pd M m⊗ ≤= 。 
b) 设 I 是

KA FY ⊗ 的一个内射分解，则对于任意正整数 i，则我们有以下同构 

( ) ( )( )
( )( )

( )( )( )
( )( )( )

( )( ) ( )

, ,

,

, ,

,

, ,

K K

K

K

K

i
A F K i A F K

i A F K

i A F A K

i A A F K

i
i A A

Ext Y Y F H Hom Y I F

H Hom Y I F

H Hom Y Hom A F I

H Hom Y A F I

H Hom Y I Ext Y Y

⊗ − ⊗

− ⊗

− ⊗

− ⊗

−

⊗ ≅ ⊗

≅ ⊗

≅ ⊗

≅ ⊗

≅ ≅

。 

因为对于任意正整数 i， ( ), 0
K

i
A FEx Yt Y⊗ = ，故 ( ) ( ), , 0

K

i i
A A F KYExt Y Y Y FExt ⊗≅ ⊗ = 。 

c) 由 m-倾斜模的定义可得 ( )mod KA F⊗ 正合列 

0 10 0K mA F Y Y Y′ ′ ′→ ⊗ → → → → → ， 

其中，所有
Ki A FY add Y⊗′∈ 。显然，上面的正合列也是 mod A 中的正合列。 

因为 A 是 A-模 KA F⊗ 的直和项，我们有正合列： 

0 10 0mA Y Y Y→ → → → → → 。 

其中， 1,2,3,, ,AiY iadd Y m∈ =  。 
综合 a)，b)，c)，由 m-倾斜模的定义可知，Y 是一个 m-倾斜 A-模。 
再证充分性。假设 Y 是一个 m-倾斜 A-模。因为 Apd Y m≤ ，由引理 2.1 可得

KA Fpd Y m⊗ ≤ 。 
对于任意正整数 i，因为 ( ), 0i

AExt Y Y = ，所以 ( ) ( ), , 0
K

i i
A F K K A KExt Y F Y F Ext Y Y F⊗ ⊗ ⊗ ≅ ⊗ =  

根据 m-倾斜模的定义，我们有正合列 

0 10 0mA Y Y Y→ → → → → →  

其中， , 1, 2,3, ,AiY iadd Y m∈ =  。 
用正变函子-⊗KF 到上述正合列中，可得 ( )mod KA F⊗ 中的正合列 
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0 10 0K K K m KA F Y F Y F Y F→ ⊗ → ⊗ → ⊗ → → ⊗ → 。 

另一方面，因为 ( ):F K n= ，我们有 ( ),K KA F A F⊗ ⊗ -双模同构 

( ) ( ) ( )( ) ( )
K

n
K K K A F K K KA F F A F A F F A F⊗⊗ ⊗ ≅ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ≅ ⊗ 。 

从而可得 KA F⊗ -模同构 

( ) ( )( )K K

n
K A F K K A F K KY F Y A F F Y A F F Y⊗ ⊗⊗ ≅ ⊗ ⊗ ⊗ ≅ ⊗ ⊗ ⊗ ≅  

因此， , 1, 2,3, ,
Ki K A FY F add Y i m⊗⊗ ∈ =  。从而可得 Y 是一个 m-倾斜 KA F⊗ -模。 

下面的引理在本文的主要定理的证明中起到十分重要的作用，并且引理本身也是一个十分有趣的结

论。 
引理 3.2：设 A 是 Artin 代数，T 是有限生成的 A-模，使得 ( )1 , 0AExt T T = 。则 . 1AEndg dim Tl ≤ 当且

仅当 addAT 对子模封闭。 
证明：先证必要性。要证 addAT 对子模封闭，只需证明 T 的有限直和的任意子模仍在 addAT 中。设

M 为 Tt 的任一个子模，其中 t 是正整数， : tM Tα → 是嵌入映射。则范畴((addAT)op，Ab)中存在一个正合

列： 

( ) ( ) ( ),0 , , 0t
A AHom M Hom T Hα−→ − → − → → ， 

其中 ( ),H Coker α= − 。由([9]，引理 1.3)可得 ( ),A AHom M add T− ∈ 。因此， AH add T∈ 。由题设和引理

2.4 可得 1
Aadd Tpd H ≤ 。 

因此， ( ),AHom M− 是范畴 Aadd T 的投射对象。从而，由 Yoneda’s 引理得 AM add T∈ 。 
下证必要性。对于任意 AF add T∈ ，mod A 中存在态射 1 2:f T T→ ，使得 

( ) ( )1 0, , 0A AHom T Hom T F− → − → →  

在 Aadd T 中正合。 
令 2  T Ker f= ，  Y Img f= ，由题设可得 2 , AT Y add T∈ 。 
因为 ( )1 , 0AExt T T = ，故正合列 2 10 0T T Y→ → → → 可裂。 
因此，序列 ( ) ( ) ( )2 10 , , , 0A A AHom T Hom T Hom Y→ − → − → − → 在 Aadd T 中正合。由此得到 Aadd T 上

的正合列： 

( ) ( )2 10 , , 0A AHom T Hom T F→ − → − → →  

从而 1
Aadd Tpd F ≤ 。由引理 2.4 可得 .  .  1AAgl dim End T g addl dim T ≤= 。 

定理 3.3：设 A 有限维 K-代数，F 是 K 的有限域扩张。则 A 是倾斜代数当且仅当 KA F⊗ 是倾斜代数。 
证明：先证必要性。因为 A 是倾斜代数，则存在 1-倾斜 A-模 T，使得 EndAT 是遗传代数。 
由引理 3.1 可知， KT F⊗ 是 1-倾斜 KA F⊗ -模。 
因为 ( ) ( )

KA F K A KEnd T F End T F⊗ ⊗ ≅ ⊗ ，由引理 2.1 可得 ( ).  .  1
KA F K Agl dim gl dim EnEnd F TT d⊗ =⊗ ≤ 。

由倾斜代数的定义可知 KA F⊗ 是倾斜模。 
再证充分性。设 KA F⊗ 是一个倾斜代数，则存在 1-倾斜 KA F⊗ -模 X，使得

KA FEnd X⊗ 是一个遗传

代数，从而
KA Fadd X⊗ 对子模封闭。又由引理 3.1 可得 X 是一个 1-倾斜 A-模。 

以下证明 XA 对子模封闭。设 N 是 m
AX 的任一个子模，其中 1m ≥ 为自然数，则 KN F⊗ 与 m

KX F⊗ 的

一个子模同构。由 KA F⊗ -模同构 

( )
K

m
K A F K KX F X A F F Y⊗⊗ ≅ ⊗ ⊗ ⊗ ≅  
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可得 ( )
KKK A FA FN F add X⊗⊗

⊗ ∈ ，故 ( )K AAN F add X⊗ ∈ 。又由引理 2.1 可得 AN 为 ( )K AN F⊗ 的直

和项，从而，我们有 A AN add X∈ 。 
由引理 3.2 可得， AEnd X 是一个遗传代数。因此，A 是一个倾斜代数。 
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