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Abstract 

In this paper, we consider the fixed points of generalized Meir-Keeler-Rational contractions in the con-
text of partial ν -generalized metric spaces. Our results generalize several known ones in literature. 
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摘  要 

本文主要介绍了偏ν -度量空间中有关Meir-Keeler-Rational型映射的不动点定理，我们的结果推广了以

往论文中的一些结论。 
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1. 引言 

Banach [1]引入的 Banach 收缩原理是数学分析中最重要的结果之一，它是数学许多分支中应用最广

泛的不动点理论，并在许多不同的方向上被进行了推广。其中一方面推广涉及度量空间的各种推广，且

在新的框架中得到不动点的结果，例如，在 b-度量空间、广义度量空间和偏序度量空间中发表了一些关

于这个主题的论文。2014 年，Shukla [2]推广了 b-度量空间和偏序度量空间，定义了偏 b-度量空间的概念。

Mitrovic 和 Radenovic [3]推广了ν -度量空间[4]，引入了 ( )b sν -度量空间的概念。Abdullahi 和 Kumam [5]
推广了偏序度量空间和 ( )b sν -度量空间，定义了偏 ( )b sν -度量空间，且在其中建立了不动点理论。他们

在论文中提出了一些开放型问题：是否可以类似的在推广的ν -度量空间， ( )b sν -度量空间，偏 ( )b sν -度
量空间中证明 Chatterjee 型压缩、Hardy-Roger 型压缩、Ciric 型压缩和 Suzuki 型压缩的不动点问题。 

另一方面是对压缩条件进行推广。Meir-Keeler [6]采用了一种不同的方法来概括受到广泛关注的

Banach 收缩原理。准确地说，他们取得了以下令人印象深刻的结果。 
定理 1.1：[6]假设映射 A 是完备度量空间 ( ),X d 上的一个自映射，且满足下述条件：对给定的 0ε > ，

存在 0δ > ，对于任意的 ,x y X∈ ，有 

( ) ( ), ,d x y d Ax Ayε ε δ ε≤ < + ⇒ <  

这个结果随后被推广到很多方面。例如 Jachymski [7]提出了一些等同于 Meir-Keeler 类型条件的条件，

并建立了一个完善的不动点理论，该理论将 Meir-Keeler 的理论广泛化。 
定理 1.2：[7]假设映射 A 是完备度量空间 ( ),X d 上的一个自映射，且满足下述条件： 
1) 对给定的 0ε > ，存在 0δ > ，对于任意的 ,x y X∈ ，有 

( ) ( ), ,m x y d Ax Ayε ε δ ε< < + ⇒ ≤  

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, max , , , , , , , , 2m x y d x y d x Ax d y Ay d x Ay d y Ax= +   ; 

2) 对任意的 ,x y X∈ ，且 ( ), 0m x y > ， 

( ) ( ), ,d Ax Ay m x y<  

若 A 是连续的则 A 有唯一的不动点。 
本文中我们将在偏ν -度量空间中建立推广的 Meir-Keeler 型映射的不动点理论，并且给出这一理论

的一些直接的结果。 

2. 预备知识 

从现在开始，我们用 , , ,N R R R+
+ 分别代表正整数，实数，正实数，非负实数。下面我们回顾一下偏

( )b sν -度量空间的定义。 
定义 2.1：[5]令 X 是非空集合，映射 [ ): 0,d X X× → ∞ ， Nν ∈ ，若对于任意的 ,x y X∈ ，存在互不

相同的元素 1 2, , ,u u u Xν ∈ ，且它们与 x 和 y 是互异的，有下列条件成立： 
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1) x y= 当且仅当 ( ) ( ) ( ), , ,d x y d x x d y y= = ； 
2) ( ) ( ), ,d x x d x y≤ ； 

3) ( ) ( ), ,d x y d y x= ； 

4) 存在 s R∈ 且 1s ≥ ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , , ,k kkd x y s d x u d u u d u y d u uν
ν =

 ≤ + + + −  ∑  (偏 ( )b sν -不

等式)。 
则 d 称为 X 上的偏 ( )b sν -距离， ( ),X d 称为偏 ( )b sν -度量空间，且系数 1s ≥ 。 

注 1 [5]在偏 ( )b sν -度量空间 ( ),X d 中，若对 ,x y X∈ ，有 ( ), 0d x y = ，则 x y= 。反之不一定成立。 

注 2 [5] 
1) 偏 ( )1 1b -度量空间是偏度量空间[8]； 

2) 偏 ( )1b s -度量空间是偏 b-度量空间，系数 1s ≥  [2]； 

3) 偏 ( )2 1b -度量空间是偏矩形度量空间[9]； 

4) 偏 ( )2b s -度量空间是偏矩形 b-度量空间，系数 1s ≥ ； 

5) 偏 ( )1bν -度量空间是偏ν -度量空间。 

定义 2.2：令 X 是一个非空集合，映射 [ ): 0,d X X× → ∞ ， Nν ∈ 。若对任意的 ,x y X∈ ，存在互不

相同的元素 1 2, , ,u u u Xν ∈ ，且它们与 x 和 y 是互异的，有下列条件成立： 

1) x y= 当且仅当 ( ) ( ) ( ), , ,d x y d x x d y y= = ； 

2) ( ) ( ), ,d x x d x y≤ ； 

3) ( ) ( ), ,d x y d y x= ； 

4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , , , ,k kkd x y d x u d u u d u y d u uν
ν =

≤ + + + −∑  (偏ν -不等式)。 

则 d 称为 X 上的偏ν -距离。 ( ),X d 称为偏ν -度量空间。 

定义 2.3：[5]令 ( ),X d 是偏 ( )b sν -度量空间，数列{ }nx X⊂ ，且 x X∈ 。则 

1) 若 ( ) ( )lim , ,nn
d x x d x x

→∞
= ，则数列{ }nx 称为 X 中的收敛列，且收敛于 x。x 称为数列{ }nx 的极限，

记为 lim nn
x x

→∞
= ，或 nx x→ ， n →∞。 

2) 若 ( )
,
lim ,n mn m

d x x
→∞

存在，则数列{ }nx 称为 X 中的柯西列。 

3) 若对于 X 中的每个柯西列{ }nx ，存在 x X∈ ，且 ( ) ( ) ( )
, ,
lim , lim , ,n m nn m n m

d x x d x x d x x
→∞ →∞

= = ，则 ( ),X d

称为完备的偏 ( )b sν -度量空间。 

在[5]中我们给出了一些例子来说明偏 ( )b sν -度量空间上的拓扑与推广的度量空间上的拓扑是不相容

的[10]。因此，我们在偏 ( )b sν -度量空间中定义了连续性。 
定义 2.4：若当 n →∞， nx x X→ ∈ 时，有 nTx Tx→ ，则称映射 T 是连续的。 

Samet 等人[11]通过定义α ψ− -收缩映射和α -容许映射给出了一个有趣的结果，同时也推广了

Banach 收缩原理。 
定义 2.5：[11]令 T 是集合 X 上的一个自映射，函数 [ ): 0,X Xα × → ∞ ，我们称 T 是α -容许映射，若

对 ,x y X∈ ，下列条件成立： 

( ) ( ), 1 , 1x y Tx Tyα α≥ ⇒ ≥  

定义 2.6：[12]令 X 是非空集合，映射 :T X X→ ，函数 [ ): 0,X Xα × → ∞ 。我们称 T 是三角α -容许

映射，若有下列条件成立： 
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1) 对任意 ,x y X∈ ，且 ( ), 1x yα ≥ ，有 ( ), 1Tx Tyα ≥ 成立。 

2) 对任意的 , ,x y z X∈ ，且 ( ), 1x zα ≥ ， ( ), 1z yα ≥ ，有 ( ), 1x yα ≥ 成立。 

若对所有的 x X∈ ，有 ( ), 1x xα ≥ 成立，我们称α 具有反身性。 

引理 2.1：[12]令 T 是三角α -容许映射。假设存在 0x X∈ ，且 ( )0 0, 1x Txα ≥ 。通过如下方式来定义数

列{ }nx ： 0
n

nx T x= 。则对所有的 ,m n N∈ ，且 m n< ，有 ( ), 1m nx xα ≥ 成立。 

下面的引理将用于证明我们的主要结论。 
引理 2.2：令 ( ),X d 是偏ν -度量空间，数列 { }nx 是 X 中的柯西列，当 n m≠ 时，有 n mx x≠ ，且

( )
,
lim , 0n mn m

d x x
→∞

= 。则数列{ }nx 至多收敛于一个点。 

证明：假设 ,x y X∈ 是数列{ }nx 的两个极限，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,
lim , lim , , lim , ,n m n nn m n m n

d x x d x x d x x d x y d y y
→∞ →∞ →∞

= = = =
 

由偏ν -不等式，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1
1

1 1 2 1

, , , , , ,

, , , ,

n n n n n n n k n k
k

n n n n n n

d x y d x x d x x d x x d x y d x x

d x x d x x d x x d x y

ν

ν ν ν

ν ν ν

+ + + + − + + + +
=

+ + + + − + +

≤ + + + + −

≤ + + + +

∑

  
因为 ( ) ( ) ( )1lim , lim , lim , 0n n n nn n n

d x x d x y d x x +→∞ →∞ →∞
= = = ，我们得到 ( ), 0d x y = 。由偏ν -推广度量空间的

定义，有 x y= 。 
引理 2.3：令{ } { },n na b 是非负数列。若 lim 0nn

b
→∞

= ， { }lim max ,n nn
a b a

→∞
= ，则 lim nn

a a
→∞

= 。 

在本文中，我们用 ( )F T 代表映射 T 的不动点集合。 

3. 主要结论 

在这一节中，我们将在完备的偏ν -度量空间中来证明我们的结论。 
定理 3.1：令 ( ),X d 是完备的偏ν -度量空间，函数 [ ): 0,X Xα × → ∞ ，映射 :T X X→ 。假设下列条

件成立： 
1) 对所有的 ,x y X∈ ，且 ( ) ( ), 1, , 0x y M x yα ≥ > ，有 

( ) ( ), ,d Tx Ty M x y<                                  (3.1) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

, , , ,
, max , , , , , , ,

1 , , , 1 ,
d x Tx d y Ty d x Tx d y Ty

M x y d x y d x Tx d y Ty
d x y d x Ty d y Tx d Tx Ty

  =  
+ + + +  

; 

2) 对任意的 0ε > ，存在 0δ > ，对所有的 ,x y X∈ ，有 

( ), 1x yα ≥ , ( ) ( ), ,M x y d Tx Tyε δ ε< + ⇒ ≤ ;                      (3.2) 

3) T 是三角α -容许映射，且α 具有反身性； 
4) 存在 0x X∈ ，有 ( )0 0, 1x Txα ≥ 成立； 

5) T 是连续的。 
则 T 有唯一的不动点 u，且{ }0

nT x 收敛于 u。更进一步，若对所有的 ( ),x y F T∈ ，有 ( ), 1x yα ≥ ，则

T 在 X 中有唯一的不动点。 
证明：令 0x X∈ 且满足 ( )0 0, 1x Txα ≥ 。我们通过下列方式来构造数列{ }nx ： 1 0

n
n nx Tx T x−= = ，n N∈ 。
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若对某个 n N∈ ，有 1n nx x += ，则 nx 是 T 的不动点。在接下来的证明中，我们假设对所有的 n N∈ ， 1n nx x +≠ 。

因为 T 是α -容许映射，对所有的 ,n m N∈ ， n m< ，我们有 

( ), 1n mx xα ≥                                     (3.3) 

1) 我们首先证明 ( )1lim , 0n nn
d x x−→∞

= 。 

在(3.1)中令 1nx x −= ， ny x= ，我们得到 

( ) ( ) ( )1 1 1, , ,n n n n n nd x x d Tx Tx M x x+ − −= <                          (3.4) 

其中 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1 1
1 1 1

1 1 1

1 1

1

1 1
1 1 1

1 1 1

,

, ,
max , , , , , , ,

1 , , ,

, ,
1 ,

, ,
max , , , , , , ,

1 , ,

n n

n n n n
n n n n n n

n n n n n n

n n n n

n n

n n n n
n n n n n n

n n n n

M x x

d x Tx d x Tx
d x x d x Tx d x Tx

d x x d x Tx d x Tx

d x Tx d x Tx
d Tx Tx

d x x d x x d
d x x d x x d x x

d x x d x x

−

− −
− − −

− − −

− −

−

− +
− − +

− − +

= 
+ + +




+ 

=
+ +

( ) ( )
( )

( ) ( ){ }

1 1

1

1 1

, ,
1 ,

max , , ,

n n n n

n n

n n n n

x x d x x
d x x

d x x d x x

− +

+

− +

  
 

+  
=

   (3.5) 

利用(3.4)和(3.5)，对所有的 n N∈ ，我们得到 

( ) ( )1 1, ,n n n nd x x d x x+ −<                                (3.6) 

因此 ( ){ }1,n nd x x + 是递减数列。故存在 0r ≥ ，使 ( )1lim ,n nn
d x x r+→∞

= 。明显地，对于所有的 n N∈ ，

( )1,n nd x x r+ > 。若 0r > ，令 rε = ，存在 0δ > ，对所有的 ,x y X∈ ，有 

( ), 1x yα ≥ , ( ) ( ), ,M x y d Tx Tyε δ ε< + ⇒ ≤                        (3.7) 

因为对于所有的 n N∈ ， ( ) ( )1 1, ,n n n nd x x M x x+ += ， ( )1lim ,n nn
d x x r+→∞

= ，则存在 0n N∈ ，对所有的 0n n≥ ，

有 

( ) ( )1 1, ,n n n nM x x d x x r δ+ += < +  
由(3.7)，对所有的 0n n≥ ，我们得到 ( )1 2,n nd x x r+ + ≤ ，这与 ( )1,n nd x x r+ > ， n N∀ ∈ 是矛盾的。因此

得到 0r = 。因此 

( )1lim , 0n nn
d x x +→∞

=                                   (3.8) 

2) 下面我们证明对所有的 n m≠ ，有 n mx x≠ 。假设若对某一 n m> ，有 n mx x= 成立，因此我们得到 

1 1n n m mx Tx Tx x+ += = = 。由(3.6)，得到 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , ,n n n n m m n nd x x d x x d x x d x x+ − + +< < < = ，矛盾。

因此，对任意 n m≠ ， n mx x≠ 。 

3) 接下来证明，对任意的 p N∈ ，且 2p ≥ ，有 ( )lim , 0n n pn
d x x +→∞

= 成立。 

因为 ( )1lim , 0n nn
d x x +→∞

= ，对任意的 n N∈ ，我们可以假设 ( )1, 1n nd x x + < 。在(3.1)中，令 1nx x −= ，

1n py x + −= 。因 ( ) ( )1 1 1 1, , 0n n p n n pM x x d x x− + − − + −≥ > ， ( )1 1, 1n n px xα − + − ≥ ，我们得到 
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( ) ( )1 1, ,n n p n n pd x x M x x+ − + −<                               (3.9) 

其中 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

,

max , , , , , ,

, , , ,
,

1 , , , 1 ,

max , , ,

n n p

n n p n n n p n p

n n n p n p n n n p n p

n n p n n p n n p n n p

n n p n

M x x

d x x d x Tx d x Tx

d x Tx d x Tx d x Tx d x Tx

d x x d x Tx d Tx x d Tx Tx

d x x d x x

− + −

− + − − − + − + −

− − + − + − − − + − + −

− + − − + − − + − − + −

− + − −


= 





+ + + + 

= ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1

1 1 1 1

1 1 1 1

, , ,

, , , ,
,

1 , , , 1 ,

n n p n p

n n n p n p n n n p n p

n n p n n p n n p n n p

d x x

d x x d x x d x x d x x

d x x d x x d x x d x x

+ − +

− + − + − + − +

− + − − + + − +








+ + + +   
因为数列 ( ){ }1,n nd x x + 是递减的，且对所有的 n N∈ ，有 ( )1, 1n nd x x + < ，故得到 

( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1, max , , ,n n p n n p n nM x x d x x d x x− + − − + − −=                     (3.10) 

由(3.9)和(3.10)，得到 

( ) ( ) ( ){ }1 1 1, max , , ,n n p n n p n nd x x d x x d x x+ − + − −<                      (3.11) 

令 ( ),n n n pa d x x += ， ( )1,n n nb d x x += ，故 

{ }1 1max ,n n na a b− −<  
因为 { }1 1 1max ,n n n nb b a b− − −< ≤ ，因此对任意的 n N∈ ，得到 { } { }1 1max , max ,n n n na b a b− −< 。故数列

{ }{ }max ,n n n N
a b

∈
是递减的，假设它收敛于某一 0t ≥ 。因为 lim 0nn

b
→∞

= ，由引理 2.3 得到 

{ }lim lim max ,n n nn n
a a b t

→∞ →∞
= =  

若 0t > ，因为 lim 0nn
b

→∞
= ， { }lim lim max , 0n n nn n

a a b t
→∞ →∞

= = > ，接下来，我们假设 n na b> ， n N∈ ，即

{ }max ,n n na a b t= > ， n N∈ 。 

令 tε = ，存在 0δ > ，对任意的 ,x y X∈ ，有 

( ), 1x yα ≥ , ( ) ( ), ,M x y d Tx Tyε δ ε< + ⇒ ≤                      (3.12) 

因为对所有的 n N∈ ， ( ) ( ), ,n n p n n pd x x M x x+ += ，且 ( )lim ,n n pn
d x x t+→∞

= ，则存在 0n N∈ ，对 0n n≥ ，

有 

( ) ( ), ,n n p n n pM x x d x x t δ+ += < +  

由(3.12)，对所有的 0n n≥ ， ( )1 1,n n pd x x t+ + + ≤ ，这与 ( ),n n pd x x t+ > ， n N∈ 是矛盾的。故 0t = 。即 

( )lim , 0n n pn
d x x +→∞

=                                 (3.13) 

4) 下面我们证明 ( )
,
lim , 0n mn m

d x x
→∞

= 。相反地，我们假设 ( ){ },n md x x 不收敛于 0，选取子列 

{ } { } { },
i im n nx x x⊂ ，存在 0 0ε > ， in 是使下列式子成立的最小指标 
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i in m i> > , ( ) 0, 2
i im nd x x ε>                             (3.14) 

由定理 3.1 条件(2)知，存在 0δ > ，对任意的 ,x y X∈ ， 

( ), 1x yα ≥ , ( ) ( )0 0, ,M x y d Tx Tyε δ ε< + ⇒ ≤                      (3.15) 

显然地，(3.15)式中用 { }0min ,δ ε δ′ = 来代替δ ，(3.15)仍成立。因为 ( )lim , 0n n pn
d x x +→∞

= ， 1,2, ,p ν=  ，

则存在 0i N∈ ，对所有 0n i≥ ，有 

( ),
3n n pd x x δ
ν+

′
<                                  (3.16) 

对
0 0
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即 ( ) ( )
0 0 1, ,

3i im j m jd x x d x x δ
+

′
− ≤ 。 

因为 ( )
0 0 1 0,
i im md x x ε+ < ， ( )

0 0 0,
i im nd x x ε δ ′> + ，即能推得存在

0 00 ,i ij m n ∈   ，有 
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3 im jd x xδε ε δ
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′+ < < +                            (3.17) 
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利用定理 3.1 条件(2)，我们有 ( )00 1 1 0,
im jd x x ε+ + ≤ 。然而，由(3.15)~(3.18)知 
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这与已知的矛盾。故 ( )
,
lim , 0n mn m

d x x
→∞

= ，即{ }nx 是柯西列。因为 ( ),X d 是完备的，所以存在 u X∈ ，

使得 
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5) 假设 T 是连续的，下面我们证明 u 是 T 的不动点。因为 T 是连续的，则 
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d Tx Tu d x Tu d Tu Tu+→∞ →∞

= =
 

因为对于 n m≠ ，数列{ }nx 满足 n mx x≠ ，我们可以假设每一 nx 与 ,u Tu 都是不同的。考虑 
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因 ( )

,
lim , 0n mn m

d x x
→∞

= ，得到 ( ) ( ), ,d u Tu d Tu Tu≤ 。因此 

( ) ( ), ,d u Tu d Tu Tu=                                 (3.19) 

假设 u 不是 T 的不动点，即 u Tu≠ ，则 
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因为α 具有反身性，由(3.1)， ,x u y u= = ，我们得到 

( ) ( ) ( ), , ,d Tu Tu M u u d u Tu< =  

这与(3.19)是矛盾的。即 u 是 T 的不动点。 
6) 最后，我们证明 T 的不动点是唯一的。假设 ,u v 是 T 的两个不动点，且 u v≠ 。则由假设 ( ), 1u vα ≥ 。 
所以由(3.1)式， ,x u y v= = ，得到 
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( ) ( ), ,d u v d u v<  

矛盾。因此 u v= 。 
推论 3.2：令 ( ), ,X d 是完备的偏ν -度量空间。映射 :T X X→ 是单调的，且满足下列条件： 

1) 对任意的 ,x y X∈ ，且 x y ，若 ( ), 0M x y > ，则有 ( ) ( ), ,d Tx Ty M x y< ，其中 
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2) 对任意的 0ε > ，存在 0δ > ，且对任意的 ,x y X∈ ，有 

x y , ( ) ( ), ,M x y d Tx Tyε δ ε< + ⇒ ≤ ; 

3) 存在 0x X∈ ，满足 0 0x Tx ； 
4) T 是连续的。 
则 T 存在不动点 u 且{ }0

nT x 收敛于 u。更进一步，若对任意的 ( ),x y F T∈ ，我们有 ( ), 1x yα ≥ ，则 T

在 X 中存在唯一的不动点。 
证明：定义 [ ): 0,X Xα × → ∞ ，且 
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其他
 

显然地，由定理 3.1，T 存在不动点。 
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