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Abstract 

Phase retrieval is an important issue in the field of engineering physics, studying how to estimate 
a signal from its Fourier transform magnitude. Generally speaking, this problem is ill-posed. 
Therefore, to recover the signal accurately, some a priori information of the signal is needed. Very 
rich research results have emerged in the phase recovery problem. This paper will review the lat-
est theories and algorithms of sparse phase recovery. 
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摘  要 

相位恢复问题是工程物理领域的一个重要的问题，研究如何从一个傅立叶测量的模中估计一个信号。一

般来说，这个问题是病态的，因此，要准确恢复信号，需要信号的一些先验信息。关于相位恢复问题已

经涌现了非常丰富的研究成果，本文将对稀疏相位恢复问题最新的理论和算法进展进行综述。 
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1. 相位恢复问题的背景 

在光学中，由于光波的频率较高，光场的强度信息通过现有的光学设备，很容易记录下来，但是光

波的相位信息在采集过程中却很难获取甚至会丢失。但是光波的相位信息包含了丰富的成像物体的信息，

因此需要通过数值算法来恢复信号的相位。从光波的强度信息来恢复光波的相位信息的方法称为相位恢

复。历史上，X 射线晶体结构分析[1]是相位恢复问题的第一个重要应用。目前，X 射线晶体结构分析已

经成为生物医学图像领域对分子或者纳米粒子生成 3 维定量密度图，分析单个分子或者纳米粒子结构的

重要工具。除此之外，相位恢复问题在自适应光学[2]、光学波前重构[3]、信号复原[4]、全息成像[5]等光

学领域，以及显微镜[6]、天文学[7]、逆源问题[8]，甚至是微分几何[9]等领域都有非常广泛的应用。因此，

一个世纪以来，相位恢复问题吸引了很多物理学家、工程师、数学家的广泛关注，是一个非常活跃的研

究领域。 
经过几十年的发展，相位恢复问题已经取得了很大的进展，在很多领域有了广泛的应用，国内外很

多科研人员都对相位恢复问题做了大量研究。在 X 射线衍射晶体结构分析中，需要由已知结构因子的绝

对值大小，去恢复相位，重构晶体结构。直接法是在衍射分析中用于相位恢复的一种计算方法。1985 年，

J. Karle 和 H. Hauptman 因对直接法的贡献获得诺贝尔化学奖。中科院物理所在 1980 年成立了晶体结构

分析方法研究组，从事晶体学中的直接法研究。1997 年，范海福院士等科学家在国际上首次用直接法，

从一套单波长异常散射数据解出一个未知的蛋白质晶体结构。相位恢复在电子显微、波前传感、天文望

远镜等领域也发挥了重要的作用。1990 年，NASA 发现新安装的哈勃望远镜的主镜出现了较大的球面像

差，J. R. Fienup 等多位科学家应用参数技术，梯度算法等相位恢复技术修正了像差。这次的成功应用使

科学家对于相位重构的方法有了更多的了解，同时认识到相对简单的数值计算软件有时可以替代复杂、

敏感的光学系统。在国内，清华大学和中国科学院物理所应用相位恢复算法进行了激光畸变波前高精度

重构的研究。四川大学物理学院开展了相位恢复算法的改进工作。90 年代，中科院物理所的杨国桢和顾

本源教授提出了杨–顾算法，在严格的数学推导基础上创造性地将相位恢复算法应用到多波长混合光照

明光学系统，可以实现光波信号分开，且能够同时聚焦到同一平面预定位置上的多性能的衍射相位元件

设计和制作，在各种衍射光学元件的设计过程中起到了非常重要的作用。 
在 X 射线晶体结构分析中，晶体结构同晶体的 X 射线衍射效应之间存在傅里叶变换的关系，为了恢

复相位，已经发展出了一系列的方法，如尝试法、傅里叶综合法、帕特孙法和直接法等。其中直接法是

从一组结构因数的绝对值直接推出他们的相位的方法，利用相位关系式，从少数几个相位出发可以推引

出一批新的相位，将这批相位进行迭代处理，可以迅速扩展出其余相位并使全部相位的数值逐步精确化。

直接法已经成为分析晶体结构的主要方法。这些方法都需要充分利用晶体结构的信息，给出较为准确的

初始的相位估计，并且计算复杂，计算量较大。 
在光学领域，许多学者提出了各种相位恢复的算法，其中最流行的是 1972 年 R. W. Gerchberg 和

W. O. Saxton 提出的 GS 算法[10]。这个算法通过傅里叶变换和逆傅里叶变换之间的转换，迭代得到相

位的估计。GS 算法计算简单，易于实现，可以用来求解二维相位恢复问题，并且容易处理额外的信号

的约束条件，因此，提出之后就得到了广泛的关注。1973 年，J. L. Misell 仿照 GS 算法，提出如何用

已知两张具有不同离焦量的离焦像的强度，来计算波函数的相位。随后，很多学者围绕 GS 算法的收敛
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性，解的唯一性等问题展开了讨论。1982 年，J. R. Fienup [11]推广了 GS 算法并分析了 GS 算法的很多

性质，同时提出了误差减少算法，共轭梯度算法以及输入–输出算法等多种加速算法来加快 GS 算法的

收敛速度。一些研究人员，分别在 1 维和 2 维情形下，对 GS 算法做了大量数值验算，结果表明，GS
算法是收敛的。杨国帧和顾本源将 GS 算法由傅里叶变换系统推广到了一般的变换系统。此后，很多科

研人员都对 GS 算法做了不同的改进[12]。GS 算法的缺点是算法的结果依赖输入点得初始选择和对于

参数的巧妙选择。如果初始输入点选择不好，算法会收敛到局部解，甚至陷入停滞的状态。GS 算法的

改进主要在于更好的应用信号的性质，比如实值性，非负性，支集信息等先验信息来更好地选择初始

输入点。但是 GS 算法解的唯一性，噪声影响下的稳定性以及算法理论上的收敛性目前还不是非常清楚。

另一方面，GS 算法是利用傅里叶域的过采样性来恢复数据的，但是过采样并不总是可行，因为一些实

验只能达到次-Nyquist 采样率。 

2. 相位恢复问题的研究进展 

从数学角度看，相位恢复问题是从一组缺失相位的线性测量
2

, , 1, ,i i ib y a x i N= = =  中恢复一个 

实值或者复值信号 0
nx R∈ 或者 0

nx C∈ ，这里 n
iz R∈ 或者 n

iz C∈ 是已知的测量向量。傅立叶变换是应用

最广泛的一类测量。一般来说，这个问题的解是不唯一的。一般来说，相位恢复问题是一个病态的问题，

没有唯一解。但是科研人员经过深入探索具体问题中信号的特征和内在结构，发展出了很多有效的数值

算法。相位恢复的主要研究问题包括：确定至少需要多少测量才能保证准确恢复信号，在噪声情形下恢

复的稳定性和误差界，设计快速有效的恢复算法，以及设计不同类型的测量等。 
利用信号的稀疏结构来减少测量次数是目前信号处理领域的热点问题。压缩感知和矩阵填充是其中

具有代表性的稀疏逼近问题。压缩感知[13]理论是 D. Donoho，E. J. Candes，T. Tao 等提出的一种新的信

息获取理论，主要研究如何通过较少的线性测量来恢复稀疏或者可压缩的信号，以降低采样率。矩阵填

充[14]主要研究如何通过优化方法，从一个低秩矩阵的已知的部分元素，恢复原来的矩阵。压缩感知和矩

阵填充由于在医学图像、遥感、信号处理、在线推荐系统、面部识别等多个领域都有广泛的应用，成为

近年来数学界、工程界等关注的研究热点，已经有了丰富的成果。 
最近，有学者将压缩感知和矩阵填充的方法应用于相位恢复问题，提出了新的相位恢复的数值算法，

这些算法给出了取得唯一解(相差一个单位模系数的意义下)的充分条件并且在噪声影响下具有稳定性。因

此，将稀疏逼近算法与相位恢复问题结合，是一个活跃的研究方向。 
R. Balan [15] [16]等在研究语音识别领域的相位恢复问题时，提出了一种新的基于框架理论的相位恢

复算法。Balan 分析了一大类强度测量的单射性，提出了补集性质，应用代数几何的知识，表明对于 n
维复信号，测量数大于 4 2n − ，可以保证测量具有单射性。并且对于窗口傅里叶变换，非抽样小波变换

等线性测量，提供了重构的充分必要条件，并且利用紧框架，相互无偏正交基，以及希尔伯特空间中的

投影 t-设计等工具给出了一些线性或者拟线性的重构算法。但是这种算法的缺点一是要求测量数过高，

二是依赖于一些特定类型的测量，并且用到很多代数性质，很多感兴趣的相位恢复问题并不满足这些性

质，因此应用受到了限制，同时算法缺少噪声情形下的稳定性结果。随后，有学者猜想 3 2n − 是单射性 
的充分条件，但是 Heinosaari 等[17]举出反例，否认了这种猜想，并且表明 ( )( )4 1o n+ 是必要的。随后， 

Eldar 等[18]表明 ( )o n 个高斯随机测量可以接近 1 的概率分辨 n 维实信号。Bandeira 等[19]猜想 4 4n − 的

测量可以保证单射性，并且对于 2,3n = 的情形证明了该猜想，并提出了强补集性质分析了测量的稳定性，

表明高斯随机测量以很高概率满足强补集性质。 
另一方面，A. Chai，E. J. Candes 等[20] [21]将矩阵填充思想应用于相位恢复问题，提出了相位提升
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算法。通过多重结构光照方式增加测量数的方式，将相位恢复问题表示为一个矩阵填充问题。E. J. Candes 

等注意到 ( ) 2
A x 是秩为 1 的矩阵 *X xx= 的线性函数，利用提升技术，将从二次约束条件中恢复一个向量 

的非凸问题转变为从仿射秩最小化问题，并利用核范数最小化方法松弛为一个半正定规划问题。这种方

法的优点是将组合问题转化为一个凸优化问题，提出了一个系统的优化框架，对于独立的球面随机测量，

证明了只要测量数 logN cn n≥ ，则以接近 1 的概率，原信号可以唯一恢复。并且给出了噪声影响下的稳

定性结果。但是相位提升算法增加了计算的复杂性，并且随着信号的维数增加，计算量增加很快。同时，

E. J. Candes 等[22]提出了另一种非凸的优化算法 Wirtinger Flow，首先通过谱方法仔细的选择初始值，然

后通过迭代更新初始值，这种非凸算法称为 Wirtinger Flow，并分析了算法的表现。J. Wright 等从几何角

度分析了一些非凸优化算法在一般相位恢复问题中表现良好的原因，指出对于独立同分布的高斯随机测

量向量，当测量数 3logm Cn n≥ 时，一般相位恢复问题的最小二乘规划具有很好的几何性质，这些性质

使得迭代算法可以有效找到全局最优解。 
在[23]中，作者应用 Kaczmarz 方法来解决广义相位恢复问题。该方法推广了用于求解线性方程组的

的 Kaczmarz 方法，通过在每次迭代中用启发式方法选择相位，并且总体上具有相同的每次迭代计算复杂

度。广泛的经验性能比较建立了 Kaczmarz 方法相对于其他最先进的相位恢复算法的计算优势，无论是在

成功恢复所需的测量数量方面还是在计算时间方面。作者对随机 Kaczmarz 方法进行了初步收敛性分析。 
在[24]中，作者将相位恢复问题描述成一个凸优化问题，称为 PhaseMax。与将相位恢复问题描述成

半正定松弛问题并提升到高维的相位提升算法不同，PhaseMax 是非提升的松弛算法，还是在原来信号的

维数上运算。作者表明 PhaseMax 问题的对偶问题是基追踪，因此原来对于稀疏信号恢复设计的算法也可

以应用于相位恢复问题。作者对于一大类随机测量给出了成功概率的下界，分析了相位恢复在噪声下的

稳定性，并做了数值模拟分析。[25]中继续讨论 PhaseMax 算法，并且对一类随机球面测量分布模型进行

了分析，证明了当测量数足够多的时候，PhaseMax 算法能以很高的概率成功恢复信号。[26]中作者分析

了 PhaseMax 算法的高维极限的表示，描述了相位转换现象，用一个简单的分析公式刻划了相位转换的边

界，结果表明过采样率可以降低。 
M. Moravec 等[27]针对稀疏信号，将压缩感知的思想应用于相位恢复问题，提出了压缩相位恢复方

法，并证明，在随机傅里叶变换模型下，只需要 ( )( )2 2log 4O k n k 个随机傅里叶测量，在相差一个模为 1 

的因子的意义下，唯一恢复一个 k 稀疏信号。同时提出了一个基于贪婪算法的相位恢复数值算法。这个

算法有很好的理论意义，但是缺陷在于假定了信号的 1l 范数是已知的。在[28]中作者指出对于 k-稀疏实信

号，2k 个强度测量对于保证准确恢复是必要的。对于复信号，这个测量数是 4 2k − 。 
[29] [30]中作者提出了一种两段式稀疏相位恢复策略，分析了恢复所需的测量数。通过数值模拟表明

这种算法计算有效，并且对于噪声具有鲁棒性。作者推广了压缩感知中零空间性质和限制等距性质，得

到了类似的性质。Y. ELdar 等提出了一种局部搜索方法，从傅立叶强度测量中恢复稀疏信号，具有快速

稳定的表现。在[31]中，作者将 Wirtinger Flow 推广到了稀疏相位恢复情形，提出了 SWF 算法，并分析

了算法的收敛率。 
相位恢复问题是一个很活跃的研究领域，目前已经有了非常丰富的研究成果。稀疏相位恢复问题是

最近很受关注的问题，吸引了很多科研工作者的注意。目前仍然有很多问题没有解决，值得探索。 
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