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Abstract 

In this paper, we study the existence of weak solutions for the Dirichlet problems for one class of 
nonlinear p-Laplacian equations. Our proof combines the presence of sub and supersolution with 
the pseudomonotone operators theory. 
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摘  要 

本文利用上下解与伪单调算子方法讨论一类p-Laplace方程的Dirichlet问题解的存在性问题。 
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1. 引言 

因为含 p-Laplace 算子 p∆  ( )( )2p
pu div u u−∆ = ∇ ∇ 的微分方程的边值问题在非牛顿力学、宇宙物理、

血浆问题和弹性理论等诸多领域有着广泛的应用，所以对此类问题的研究吸引了很多学者的目光。 
本文考虑一类具有 p-Laplace 算子方程的 Dirichlet 边值问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2, , , ,

0, .

q p m ra u div u u h x u f u h x u g u x

u x

−− ∇ ∇ = + ∈Ω

 = ∈∂Ω

∫ ∫ ∫             (1) 

解的存在性。该方程满足下列假设： 
(H1) NRΩ ⊂ ，是一个有界的区域且边界光滑。 
(H2) [ ), , 1,q m r∈ +∞ 。 

(H3) :ih R R+Ω× → 是连续的函数。 

(H4) [ ) ( ), , : 0, 0,a f g +∞ → +∞ 是连续的函数且 [ )( ), 0,f g L∞∈ +∞ 。 

(H5) [ )
( )

[ )
( )

[ )
( ) 00, 0, 0,

inf , inf , inf 0
t t t

a t f t g t a
∈ +∞ ∈ +∞ ∈ +∞

≥ > 。 

解的存在性问题一直是偏微分方程研究中的重要课题，注意到 p = 2 时，方程(1)化为一类含有 Laplace
算子的边值问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,

0, .

q m ra u u h x u f u h x u g u x

u x

− ∆ = + ∈Ω

 = ∈∂Ω

∫ ∫ ∫                  (2) 

文[1]在满足 H1~H5 的假设条件下，使用上下解与伪单调算子的方法证明方程(2)至少存在一个解。 
在偏微分方程理论中，解的存在性与不存在性都与所选取的函数空间有关，本文所选取的函数空间

是依赖于参数 p 的，其中 2p ≥ 。之所以这样做是为了使结果具有一般性。需要强调的是，方程(1)、方

程(2)所选取的函数空间是不同的。由文[1]知，方程(2)选取的函数空间是 ( )1
0H Ω 并且证明了解存在且解

( )1
0u H∈ Ω 。本文选取的函数空间是 ( )1,

0
pW Ω ，本文的目的在于使用上下解与伪单调算子方法证明方程(1)

的解存在且解 ( )1,
0

pu W∈ Ω 。此外，由于 p-Laplace 算子的非线性性，对比于 2p = 的特殊情形解的存在性 
结果的建立需要更精细的讨论。本文将得到与文[1] 2p = 情形相一致的结果。(本文规定 du u x

Ω
=∫ ∫ ) 

本文所得的结果是： 
定理 1 在满足(H1~H5)的假设下，假设方程(1)存在上下解 ( ) ( )1,

0, pu u W L∞∈ Ω ∩ Ω 并且满足下列条件： 

( ) ( )0 , ,u x u x x≤ ≤ ∈∂Ω                                  (3) 

( ) ( )( )1 2
0

1 , , , .pu h x u f h x u g x
a ∞ ∞

−∆ ≥ + ∈Ω                        (4) 

( ) ( )( )0
1 2, , , .p

a
u h x u h x u x−∆ ≤ + ∈Ω

Γ                            
(5) 
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( )( )max : 0, ,qa t t u
∞

 Γ = ∈ Ω                               
 (6) 

那么对于所有的 ( )1,
0

pWφ ∈ Ω ，方程(1)至少存在一个解 ( ) ( )1,
0

pu W L∞∈ Ω ∩ Ω 使得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2, ,q p m ra u u u f u h x u g u h x uφ φ φ−∇ ∇ ∇ = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫                (7) 

成立并且满足 ( ) ( ) ( )u x u x u x≤ ≤ 。 

2. 预备知识 

为证明定理 1 我们先做一些必要准备。 
定义 2.1 (见文献[2] [3])称算子 *:B X X→  
a) 是有界算子，如果 u X∀ ∈ ，{ }Bu 是 *X 中的有界凸集。 
b) 是强制算子，如果满足 

,
lim .
u

Bu u
u→∞

= ∞
                                   

 (8) 

c) 是伪单调算子，如果满足 nu u→ 在 ( )*,X Xσ 中，且 

lim sup , 0,n nn
Bu u u

→∞
− ≤                                  (9) 

则对任意的 w X∈ ，有 

, lim inf , .n nn
Bu u w Bu u w

→∞
− ≤ −                             (10) 

引理 2.2 (Brezis) (见文献[4])算子 *:B X X→ 是伪单调的，有界的，强制的。X 是实自反的可分的

Banach 空间，则对于任意的 *b X∈ ，方程 Bu b= 存在解 u X∈ 。 
定义 2.3 (见文献[5])设 X 是一个 *B 空间，{ } ,nx X x X⊂ ∈ 。称{ }nx 弱收敛到 x，记做 nx x→ ，是指：

对于 *f X∀ ∈ 都有 ( ) ( )lim nn
f x f x

→∞
= 。这时 x 称做点列{ }nx 的弱极限。 

引理 2.4 设 ( ) ( )1,1,3, , p
nf n f L= ∈ Ω ，若对每一个 ( )qg L∈ Ω  (q 为 p 的共轭数)，当 n →∞时，有

nf g f g→∫ ∫ ，则称 nf 弱收敛于 f。 

证明：因为 ( )( ) ( )
*p qL LΩ = Ω ，可令 ( ) ( ),n ng f f g g f f g= =∫ ∫ ，那么 ( ) ( )ng f g f→ ，再由定义 2.3

知 nf 弱收敛于 f。 

定义 2.5 (见文献[5])设 X 是 *B 空间， * *,nf X f X⊂ ∈ 。称 nf
∗ 弱收敛到 f 记做 * lim nn

w f f
→∞

− = ，是指：

对于 x X∀ ∈ ，都有 ( ) ( )lim nn
f x f x

→∞
= 。这时 f 称做泛函序列 nf 的*弱极限。 

定义 2.6 (见文献[6])设 X 是一个赋范空间，如果在典型映射的意义下 **X X= ，则称空间 X 是自反的。 
引理 2.7 (见文献[5])当 X 是一个自反空间时，*弱收敛与弱收敛等价。 
引理 2.8 (见文献[7])对任意 2p ≥ 下面不等式成立： 

( )( )2 2 22 .p p ppξ ξ η η ξ η ξ η− − −− − ≥ −                          (11) 

引理 2.9 (见文献[8]) (H"older 不等式)设1 p≤ ≤ ∞，
1

pq
p

=
−

。若 ( ) ( ),p qu L v L∈ Ω ∈ Ω ，则 ( )1uv L∈ Ω ，

并且 d p quv x u v
Ω

≤∫ 。 
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3. 定理 1 的证明 

第一步，构造修正问题： 
定义截断函数： 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

, ,
, , ,

, .

u x t u x
x t t u x t u x

u x t u x
ζ

≤
= ≤ ≤
 ≥

 

令： 

( )
( )( )

( )
( )( )

, , ,
ˆ , , ,

, , .

i

i i

i

h x u x t u

h x t h x t u t u
h x u x t u

 ≤
= ≤ ≤
 ≥

 

因为 :ih R R+Ω× → 是连续的函数，所以可令 ( ) [ ]( )max , | , ,i iM h x u x u u u= ∈Ω ∈ ，再由 ( )ˆ ,ih x u 的定义易

得： ( ),i ih x u M≤ 。 

定义函数： 

( ) ( ) ( ), ,l lx t u t t uγ
+ +

= − − + −                               (12) 

其中，
1 1p l p

p
−

≤ ≤ − 。 

再定义修正函数： ( ) ( ) ( ) ( )1 2
ˆ ˆ, , , , , ,H x u s t h x u s h x u t x uγ= + − 。 

利用上述函数我们研究下列 Dirichlet 问题： 

( ) ( )( ) ( )( )( ), , , , , , ,

0, .

m rq
pa u u H x u f x u g x u x

u x

ζ ζ− ∆ = ∈Ω

 = ∈∂Ω

∫ ∫ ∫

              

 (13) 

第二步，对 H 作出估计： 
在 u u< 时： ( ) ( )1 2

ˆ ˆ, , , 0lH x u f g h f h g u u
+

= + + − > ，此时，对方程(13)用最值原理易得： 0u u> > ，

因此： 

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ

ˆ ˆ .

l

l

l

H x u f g h f h g u u

h f h g u u

h f h g u

+

+

= + + −

≤ + + −

≤ + +

                          (14) 

在 u u≤ 时： 

( ) 1 2
ˆ ˆ, , , .H x u f g h f h g≤ +                               (15) 

第三步，证明 ( )*pH L∈ Ω ： 

已知 ( ),u u L∞∈ Ω ，显然有 ( )*
, lpu u L∈ Ω 。 

令 ( )( ) ( )( )1 2max : 0, , max : 0,m rf t t u g t t u
∞ ∞

 Γ = ∈ Ω Γ = ∈ Ω 
   ，利用上述条件以及 Minkowski 不
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等式我们有： 

( ) ( )

( )
( )

* ** ** ** *

* ** * * *

* *
* *

1 11 1

1 2

1 1 1

1 1 2 2

1
1 1

1 1 2 2

ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ

p pp pp lpp p

p pp p lp p

lp p
p p

H x u f g h f h g u

h h u

M M u

    
       

≤ + +

≤ Γ + Γ +

≤ Γ Ω +

  

   
   


Γ Ω +

< ∞

  

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

 

所以有 ( )*pH L∈ Ω ，且与 u 的选取无关。 

第四步，作算子： ( ) ( )( )*1, 1,
0 0: p pB W WΩ → Ω 。 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )2, , , , , , , ,
q m rpB u v a x u u u v H x u f x u g x u vζ ζ ζ−= ∇ ∇ ∇ −∫ ∫ ∫ ∫ ∫       

 (16) 

对任意 ( )1,
0, pu v W∈ Ω 。 

第五步，证明 B 是有界的： 
已知 ( )1,

0
pu W∈ Ω ， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
( )

* *
*

1,
0

2

1

1
1 1 1

, , , , , , ,

, , , , , ,

, , , , ,

,p

q m rp

q m rp

p pm rp p pp pp

W

B u v a x u u u v H x u f x u g x u v

a x u u v H x u f x u g x u v

u v H x u f x u g x u

C v

v

ζ ζ ζ

ζ ζ ζ

ζ ζ

−

−

Ω

= ∇ ∇ ∇ −

≤ ∇ ∇ +

 
 ≤ Γ ∇ ∇ +
 
 

≤

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

    

(17) 

其中， ( ) *1p p p− = ，那么由上式知 B 是有界的。 

第六步，证明 B 是强制的： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )
( )( ) ( )( )( ) ( )

* *
1

1

11

0

, , , , , ,,

, , , , ,

,

q m rp

p pm r p p

p p

a x u u H x u f x u g x u uB u v
u u

H x u f x u g x u u

a u
u

ζ ζ ζ

ζ ζ
−

∇ −
=

≥ ∇

 
 
 
 −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
∫

 

( )
1

,p pu u
 

=


∇ 


∫  

当 u →∞时，则 

( ) ,
,

B u v
u

→∞  
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因此，B 是强制的。 
第七步，证明 B 是一个伪单调算子： 
根据定义(2.1)就是证明如果 ( )1,

0
p

nu W∈ Ω 且 w
nu u→ 并且： 

( )lim sup , 0,n nn
B u u u

→∞
− ≤

                              
 (18) 

那么有： 

( ) ( ) ( )1,
0lim inf , , , .p

n nn
B u u v B u u v v W

→∞
− ≥ − ∀ ∈ Ω                     (19) 

已知 w
nu u→ 且 ( ), p

nu u L∈ Ω ，又由第三步知 ( )*pH L∈ Ω ，与 nu 选取无关且 *

1 1 1
p p
+ = ，根据引理

(2.4)得： 

( )( ) ( )( )( )( )

( )( )
, , , , ,

0,
,

m r
n n n n

q
n

H x u f x u g x u u u

a x u

ζ ζ

ζ

−
→

∫ ∫ ∫

∫
 

又已知 

( )lim sup , 0,n nn
B u u u

→∞
− ≤  

因此 

( )2lim sup 0.p
n n nn

u u u u−

→∞
∇ ∇ ∇ −∇ ≤∫                            (20) 

根据弱收敛的定义(2.3)可得： 

( )lim , 0,nn
B u u u

→∞
− =  

类似可以证明： 

( )2lim 0.p
nn

u u u u−

→∞
∇ ∇ ∇ −∇ =∫                              (21) 

联合(20)，(21)两式可得： 

( )( )2 2 20 lim lim 2 0,p pp p
n n n nn n

u u u u u u u u− − −

→∞ →∞
≥ ∇ ∇ − ∇ ∇ ∇ −∇ ≥ ∇ −∇ ≥∫ ∫            (22) 

进而得出： 

0,p
nu u∇ −∇ →∫                                  

 (23) 

所以有： nu u→ 。 
由(22)，(23)易知： 

( ) ( )lim , 0,n nn
B u B u u u

→∞
− − =                              (24) 

又已知 ( )1,
0

pW Ω 是自反空间联合引理(2.7)可得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

lim inf , lim inf , lim sup ,

lim inf , lim , ,

lim , , ,

, ,
, .

n n n n nn n n

n n nn n

nn

B u u v B u u B u v

B u u u B u u B u v

B u u u B u u B u v

B u u B u v
B u u v

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

→∞

− ≥ −

= − + −

= − + −

= −

= −
          

 (25) 
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这就证明了 B 是伪单调算子。 
所以 B 是有界的、强制的、伪单调的，根据引理(2.2)可知方程(13)有解已经证明。 
第八步，我们证明方程(1)有解： 
即证明 u u u≤ ≤ 。 
先令 ( )u uφ

+
= − ， 

( ) ( )

( )( ) ( )( )( )( )

2

, , , , , ,

q p

m r

a u u u u u

H x u f x u g x u u uζ ζ

−

+

+

∇ ∇ ∇ −

= −

∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

进而有： 

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2

1 2, , , , , ,

q p

m r

a u u u u u

f x u h x u u u g x u h x u u u x u u uζ ζ γ

−

+

+ + +

∇ ∇ ∇ −

= − + − − −

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

因此， 

( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2

1
1 2

0 0

1 1 1, , .

p

l

q

u u u u

f h x u u u g h x u u u u u
a a a u

−

+

+

+ + +∞ ∞

∇ ∇ ∇ −

≤ − + − − −

∫

∫ ∫ ∫
∫

 

对(4)分步积分可得： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 1,p p q lu u u u u u u u a u u u− − +

+ + +
∇ ∇ ∇ − ≤ ∇ ∇ ∇ − − −∫ ∫ ∫ ∫  

所以， 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 0,p p q lu u u u u u u u a u u u− − +

+ + +
∇ ∇ ∇ − − ∇ ∇ ∇ − ≤ − − ≤∫ ∫ ∫ ∫  

又由(11)知， ( )22 0
pp u u−

+
≥ ∇ − ≥∫左边 ，进而有： ( ) 0u u

+
− = 。 

再令 ( )u uφ
+

= − ， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )( )2 , , , , , ,
m rq pa u u u u u H x u f x u g x u u uζ ζ−

+ +
∇ ∇ ∇ − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

进而有： 

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2

1 2, , , , , .

q p

m r

a u u u u u

f x u h x u u u g x u h x u u u x u u uζ ζ γ

−

+

+ + +

∇ ∇ ∇ −

= − + − − −

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

又由前面的 ih 和 γ 的定义得到： 

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2

1
1 2, , , , ,

q p

m r l

a u u u u u

f x u h x u u u g x u h x u u u u uζ ζ

−

+

+

+ + +

∇ ∇ ∇ −

= − + − − −

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

对(5)分步积分得： 
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( )

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2

10 0
1 1

2 1

1, ,

1 ,

p

l

p l

u u u u

a a
h x u u u h x u u u u u

u u u u u u

−

+

+

+

− +

+ +

∇ ∇ ∇ −

≥ − + − + −
Γ Γ Γ

≥ ∇ ∇ ∇ − + −
Γ

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

                   (26) 

进而有： 

( ) ( ) ( )2 2 11 0,p p lu u u u u u u u u u− − +

+ + +
∇ ∇ ∇ − − ∇ ∇ ∇ − ≤ − − ≤

Γ∫ ∫ ∫  

( )22 0,
pp u u−

+
≥ ∇ − ≥∫左边  

进而可得， ( ) 0u u
+

− = 。 
综上， u u u≤ ≤ 。 

因此，定理 1 得证。 
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