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Abstract 
This article deals with the Topological Structure for sets with n points and tests it with the exam-
ple of n = 1,2,3,4, meanwhile showing the calculating way that whether testing a given set will form 
a tological space or not. 
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摘  要 

本文讨论了恰含n个点的集合上可能的拓扑结构，并以n = 1,2,3,4为例加以说明，同时给出了验证一个给

定的集族是否形成一个拓扑空间的算法。 
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1. 引言 

拓扑学是数学中一个重要的、基础性的分支，找出给定集合上的拓扑结构一直被认为是比较麻烦的，

特别当一个集合包含的元素越多的时候，花费的时间较多，还容易出错。计算机程序设计越来越普遍，

一个有效的验证程序在节省验收时间的同时也可以提高准确度。 
本文讨论恰含 n 点的集合的拓扑结构和可能的拓扑的数量，同时给出了验证是否形成拓扑的算法。

下文先给出了需要的基础知识。第二部分讨论恰含 n 个点的集合的拓扑结构，找出了形成的可能拓扑的

规律，并通过实例加以说明。第三部分给出了验证 X 的任意子集族 T 是否为 X 的拓扑空间的程序。 

2. 基础知识 

1) 拓扑空间定义： 
定义 1.1 [1]：设 X 是一个集合， ( )T P X⊆  ( ( )P X 表示 X 的幂集)，即 T 是 X 的一个子集族，如果 T

满足如下条件： 
1、 , X Tφ ∈  
2、如果 ,A B T∈ ，则 A B T∈∩  
3、若 1T T⊂ ，则

1A T
A T

∈

∈∪ ， , X Tφ ∈ 。 

则称 T 是 X 上的一个拓扑。 
如果是集合 X 上的一个拓扑，则称对偶 ( ),X T 是一个拓扑空间，或称集合 X 是一个相对于拓扑Ｔ而

言的拓扑空间；或者当拓扑Ｔ早已约定或在行文中已有说明而无需指出时，仅称集合 X 是一个拓扑空间，

此外Ｔ的每一个元素叫做拓扑空间 ( ),X T 中的一个开集，集合 X 中的元素叫拓扑空间中的点。 
设 T 是 X 的一个拓扑，由于 T 中的每一个元素是拓扑空间 X 中的开集，因此拓扑空间 X 的定义可以

理解为： 
一个集合 X 的拓扑是 X 的一个开集族满足条件： 
1、 , Xφ 是开集; 
2、任意两个开集的交集是开集； 
3、任何开集族的并是开集。 
注 1： 
1、X 的任意有限开集族的交是开集。 
2、X 的任意开集族的并是开集。 
对偶的我们可以写出闭集的类似定义： 
注 2： 
1、X 的任意有限闭集族的并是闭集。 
2、X 的任意闭集族的交是闭集。 
2) 拓扑空间上特殊的空间 
1、平庸拓扑： { }, , 2T X Tφ= = ，T 是 X 的一个拓扑，称之为 X 的平庸拓扑，这样的拓扑空间只有

一个，在平庸空间中只有两个开集，即 X 自身和空集，称为最粗的拓扑。 
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2、离散拓扑： ( ) , 2nT P x T= = ，即 T 是由 X 的全体子集构成的，显然，T 是 X 的一个拓扑，称之

为 X 的离散拓扑，并且称拓扑空间 ( ),X T 为离散空间，这样的拓扑空间有一个，称为最细的拓扑。 
3、除此之外，我们对 2 2nT< < 一般的拓扑空间进行探究： 

3. 恰含 n 个点的集合的拓扑结构 

根据拓扑空间的定义，我们可以根据集合 X 中含有不同元素而构造不同的拓扑，在此之中寻找其规

律，主要通过以下几个方面做探究： 
1、分别设 X 是一个包含一、二、三、四个元素的集合。 
2、当集合 X 中的元素不同时，可以构造几个不同的拓扑，随着元素的增加，有何规律。 
3、当集合 X 含有的元素不同时，会包含几类不同的拓扑。 
4、每一类拓扑之间有何规律。 
5、不同的拓扑之间是否有关联。 
6、当含有元素为奇数和偶数是是否呈现一致的规律。 
1) 主要结论 
X n= ，X 上的拓扑 

3T = ，T 的元中， , , ,X A A Xφ ∀ ⊂ ，(A 是真子集) 
可能的个数 1 1 2 2i n i n i

n n i n iC C C − + −
− −+ + + + = −� � 种 

4T = ，T 的元中， , , ,X A B Xφ ⊂  
Case1： A B⊂ (即满足 A B X⊆ ⊂ ) 
A i= ，则 B 的可能个数为 1 2 1 2 2n i n i

n i n i n iC C C − − −
− − −+ + + = −�  

设 T 的总个数为 ( ) ( )
2

1 1

1 1
2 2

n n
i n i i n i
n i n i n i n

i i
C C C C

−
− + −

− − −
= =

+ + = −∑ ∑�  

Case2： ,A B A B Xφ= =∩ ∪
 5T = ，T 的元中， , , , , ,

,
A B C X

X A A B X
A B A B C

φ
φ

⊆ ⊂ ⊂
⊂  = = ∩ ∪

 

Case1： A B C X⊂ ⊂ ⊂ ，在这种情况下， max 3, max 2, max 3A n B n C n= − = − = −  
假设： , , 1A i i B j C k nλ= < ≤ < ≤ ≤ −  
则 A 的取值法 i

nC ，B 的取法 1 2 j
n i n i n iC C C− − −+ + +�  

Case2： A B φ=∩ ， A B C X= ⊂∪ ， max 1C n= − ，即 ( )max 1i j n+ = − ，设 A i= ， B j= ，则 A

的取法 i
nC ；B 的取法 j

n iC − ，总的拓扑的数：
1

i j
n n i

j n
C C −

+ ≤

⋅∑  

C 的取法： 1 2 k
n j n j n jC C C− − −+ + +� ， 

总的拓扑个数： ( )( )
3 2 1

1 1

1 1 1

n n n
i j i ki
n n i n i n j n j

i j i k j
C C C C C

− − −
−

− − − −
= = + = +

+ + + +∑ ∑ ∑ � � ； 

6T = ，T 的元中， 

, , , , , , , ,
max 4,max 3,max 2,max 1

A B C D
X A A B C D X A B A B C D

A n B n C n D n
φ φ

 ⊂ ⊂ ⊂


⊂ = = ⊂
 = − = − = − = −

∩ ∪  

Case1： 1A i B j C k D m n= < ≤ < ≤ < ≤ ≤ − , 

总的拓扑个数 ( )( )
4 3 2 1

1 1

1 1 1 1

n n n n
i k i m j
n n j n j n k n k

i j i k j m k
C C C C C

− − − −
− −

− − − −
= = + = + = +

+ + + +∑ ∑ ∑ ∑ � �  
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Case2： , , 1A i B j C i j D n= = = + < ≤ − ，设 X k= 设 

总的拓扑个数为： ( )
1

1

2 1

n
i j k i
n n i n j n j

i j n j i j
C C C C

−
−

− − −
+ ≤ − = + +

⋅ + +∑ ∑ �  

2) 例题 
例 1：X 是含有一个元素的集合 { }X a= ，n = 1，则拓扑空间有 1 个为： 

( ) { }1 ,T P x Xφ= =  

例 2：X 是含有两个元素的集合 { },X a b= ，n = 2，则拓扑空间有 3 个为： 

( ) { }1 ,T P x Xφ= = ， { }{ }2 , ,T X aφ= ， { }{ }3 , ,T X bφ=  
例 3：X 是含有三个元素的集合 { }, ,X a b c= ，n = 3，则拓扑空间有 32 个为： 

{ }1 ,T Xφ=  

3T = ，含有除 , Xφ 外，单个元素的拓扑空间有 6 个为： 

{ }{ }1 , ,T X aφ= ， { }{ }2 , ,T X bφ= ， { }{ }3 , ,T X cφ= ， 

{ }{ }4 , , ,T X a bφ= ， { }{ }5 , , ,T X a cφ= ， { }{ }6 , , ,T X b cφ=  

4T = ，含有除 , Xφ 外，两个元素的拓扑空间有 9 个为： 
① A B⊆ ： 

{ } { }{ }1 , , , ,T X a a bφ= ， { } { }{ }2 , , , ,T X a a cφ= ， { } { }{ }3 , , , ,T X b a bφ=  

{ } { }{ }4 , , , ,T X b c bφ= ， { } { }{ }5 , , , ,T X c a cφ= ， { } { }{ }6 , , , ,T X c b cφ=  

② ,A B A B Xφ= =∩ ∪ ： 

{ } { }{ }7 , , , ,T X a c bφ= ， { } { }{ }8 , , , ,T X b a cφ= ， { } { }{ }9 , , , ,T X c a bφ=  

5T = ，除 , Xφ 外，含有三个元素的拓扑空间有 6 个为： 
① A B⊂  or A C⊂ ， A B A=∩ ， A C C=∩ ， A C C=∩ ： 

{ } { } { }{ }1 , , , , , ,T X a a b a cφ= ， { } { } { }{ }2 , , , , , ,T X a a b b cφ= ， { } { } { }{ }3 , , , , , ,T X c a c b cφ=  

② A C⊂ ， B C⊂ ， B C⊂ ： 

{ } { } { }{ }4 , , , , ,T X a b a bφ= ， { } { } { }{ }5 , , , , ,T X a c a cφ= ， { } { } { }{ }6 , , , , ,T X b c b cφ=  

6T = ，除 , Xφ 外，含有四个元素的拓扑空间有 6 个为： 

{ } { }{ } { }{ }1 , , , , , ,T X b c a b b cφ= ， { } { }{ } { }{ }2 , , , , , ,T X a b a b b cφ=  

{ } { }{ } { }{ }3 , , , , , ,T X a c a c b cφ= ， { } { }{ } { }{ }4 , , , , , ,T X b c a c b cφ=  

{ } { } { } { }{ }5 , , , , , , ,T X a b a b a cφ= ， { } { } { } { }{ }6 , , , , , , ,T X a c a c a bφ=  

7T = ，除 , Xφ 外，含有五个元素的拓扑空间有 3 个为： 

{ } { } { } { } { }{ }1 , , , , , , , , ,T X a b a b a c b cφ= ， { } { } { } { } { }{ }2 , , , , , , , , ,T X a c a b a c b cφ=  

{ } { } { } { } { }{ }3 , , , , , , , , ,T X b c a b a c b cφ=  
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8T = ，除 , Xφ 外，含有六个元素的拓扑空间有 1 个为： 

( ) { } { } { } { } { } { }{ }1 , , , , , , , , , ,T P X X a b c a b a c b cφ= =  

例 4：X 是含有四个元素的集合 { }, , ,X a b c d= ，n = 4，则拓扑空间有：466 个 
(因为拓扑空间个数较多，我们只写出每一类的代表元) 

{ }1 ,T Xφ=  

3T = ，含有除 , Xφ 外，单个元素的拓扑空间：14 个 

{ }{ }1 , ,T X aφ= (4 个) { }{ }5 , , ,T X a bφ= (6 个) { }{ }11 , , , ,T X a b cφ= (4 个) 
4T = ，含有除 , Xφ 外，两个元素的拓扑空间：36 + 7 = 43 

A B⊆ (36 个) 
① { } { }{ }1 , , , ,T X a a bφ= ， { } { }{ }4 , , , ,T X b a bφ= ， { } { }{ }7 , , , ,T X c a cφ= ， { } { }{ }10 , , , ,T X d a dφ= (各

有 3 个) 
② { } { }{ }13 , , , , ,T X a a b cφ= ， { } { }{ }16 , , , , ,T X b a b cφ= ， { } { }{ }19 , , , , ,T X c a b cφ= ， 

{ } { }{ }22 , , , , ,T X d a b dφ= (各有 3 个) 
③ { } { }{ }25 , , , , , ,T X a b a b cφ= ， { } { }{ }27 , , , , , ,T X a c a b cφ= ， { } { }{ }29 , , , , , ,T X a d a b dφ= ， 

{ } { }{ }31 , , , , , ,T X b c a b cφ= ， { } { }{ }33 , , , , , ,T X b d a b dφ= ， { } { }{ }35 , , , , , ,T X c d a c dφ= (各有 2 个) 
,A B A B Xφ= =∩ ∪ ： 

① { } { }{ }37 , , , , ,T X a b c dφ=  
② { } { }{ }40 , , , , ,T X a b c dφ= (各有 3 个) 

5T = ，除 , Xφ 外，含有三个元素的拓扑空间有 36 个为： 

1 2 3,A A A⊂ (6 个)： { } { } { }{ }1 , , , , ,T X a b a bφ=  

1 2 3A A A⊂ ⊂ (24 个)： { } { } { }{ }7 , , , , , , ,T X a a b a b cφ=  
1 2 3 2 3 1,A A A X A A A= =∪ ∪ ∩ (6 个)： { } { } { }{ }31 , , , , , , , , ,T X a b a b c a b dφ=  

6T = ，除 , Xφ 外，含有四个元素的拓扑空间有 36 个为： 

1 2 3 4 1 2 3 4 1, , ,A A A A A A A A A⊂ =∩ ∩ ∩ (12 个)： { }{ } { } { }{ }1 , , , , , , , ,T X a a b a c a b cφ=  

1 2 3 4 1 2 3 1 2 3/ / , / ,A A A A A A A A A A⊂ ⊂ =∪ (12 个)： { } { } { } { }{ }13 , , , , , , , ,T X a b a b a b cφ=  

1 2 3 4 3 4 2 3 4/ / , ,A A A A A A A A A X⊂ = =∩ ∪ (12) { } { } { } { }{ }25 , , , , , , , , , ,T X a a b a b c a b dφ=  
7T = ，除 , Xφ 外，含有五个元素的拓扑空间有 22 个为： 1 2 3 4 5 2 3 4 4 5, , , , ,A A A A A A A A A A X⊂ = =∪ ∪

(16 个)： 

{ } { } { } { } { }{ }1 , , , , , , , , , , , ,T X a a b a c a b c a b dφ=  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5, , , , ,A A A A A A A A A A X⊂ = =∪ ∪ (6 个)： 

{ } { } { } { } { }{ }17 , , , , , , , , , , ,T X a b a b a b c a b dφ=  

8T = ，除 , Xφ 外，含有六个元素的拓扑空间有 180 个为：； 

① { } { } { } { } { } { }{ }1 , , , , , , , , , , , , ,T X a b a b a c a b c a b dφ=  

9T = ，除 , Xφ 外，含有七个元素的拓扑空间有 28 个为： 

1 2 4 2 3 5 4 5 6 7, ,A A A A A A A A A A= = =∪ ∪ ∪ ∪ (4 个)： 

{ } { } { } { } { } { } { }{ }1 , , , , , , , , , , , , ,T X a b c a b a c b c a b cφ=
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1 2 3 3 4 6 4 5 7, ,A A A A A A A A A= = =∪ ∪ ∪ (24 个)： 

① { } { } { } { } { } { } { }{ }5 , , , , , , , , , , , , , , ,T X a b a b a d c d a b d a c dφ= (4 个) 

② { } { } { } { } { } { } { }{ }9 , , , , , , , , , , , , , , ,T X a c a c a b b d a b c a b dφ= (4 个) 

③ { } { } { } { } { } { } { }{ }13 , , , , , , , , , , , , , , ,T X a d a d a b b c a b d a b cφ= (4 个) 

④ { } { } { } { } { } { } { }{ }17 , , , , , , , , , , , , , , ,T X b d b d a b a c a b d a b cφ= (4 个) 

⑤ { } { } { } { } { } { } { }{ }21 , , , , , , , , , , , , , , ,T X c d c d d b a b b c d a b dφ= (4 个) 

⑥ { } { } { } { } { } { } { }{ }25 , , , , , , , , , , , , , , ,T X b c b c c d a d b c d a c dφ= (4 个) 

10T = ，除 , Xφ 外，含有八个元素的拓扑空间有 84 个为： 

{ } { } { } { } { } { } { } { }{ }1 , , , , , , , , , , , , , , , , , ,T X a b a b a c a d a b c a b d a c dφ=  

11T = ，除 , Xφ 外，含有九个元素的拓扑空间有 12 个为： 

{ } { } { } { } { } { } { } { } { }{ }1 , , , , , , , , , , , , , , , , , ,T X a b c a b a c b c a b c a d a b dφ=  

12T = ，除 , Xφ 外，含有十个元素的拓扑空间有 4 个为： 

{ } { } { } { } { } { } { } { } { } { }{ }1 , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,T X a b c a b a c a d a b c a b d a c d b cφ=  

13T = ，除 , Xφ 外，含有十一个元素的拓扑空间有 12 个 

{ } { } { } { } { } { } { } { } { } { } { }{ }1 , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,T X a b c a b a c b c a d a b c a b d a c d b c dφ=  

14T = ，除 , Xφ 外，含有十二个元素的拓扑空间有 0 个 

15T = ，除 , Xφ 外，含有十三个元素的拓扑空间有 0 个 

16T = ，除 , Xφ 外，含有十四个元素的拓扑空间有 1 个为： 

{ } { } { } { } { } { } { } { } { } { } { } { } { } { }{ }
( )

1 , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,T X a b c d a b a c b c a d c d b c a b c a b d a c d b c d

P X

φ=

=  

根据上面实例我们得到下表数据： 
 

集合含有元素个数 分类 含有拓扑空间总数 
元素含有个数 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ……. 

一 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

二 3 4 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

三 7 32 1 6 9 6 6 3 1 0 0 0 0 0 0 0 

四 12 466 1 14 36 36 36 22 180 28 84 12 4 12 0 0 

4. 验证是否为拓扑空间的算法 

从以上的不同集合上构造不同拓扑可以看出，验证方法特别繁琐，而且当一个集合包含的元素越多

的时候，花费的时间较多，还容易出错。计算机程序设计越来越普遍，计算机计算节省了很多时间。下

面给出 X 的任意子集族 T 是否为 X 的拓扑空间的程序： 
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return 0; 
} 
 

附程序： 
 

 
 

注：此程序是以数值进行输入，所以验证的拓扑空间是自然数的子集族。下面我们以例题的方式验

证程序的可行性。 

例 5：设 X 是一个三元素集合， { }1,2,3X = ，我们验证 X 的子集族 { } { } { }{ }1 , , , , , ,T X b a b b cφ= 和 

{ } { } { } { }{ }2 , , , , , , ,T X a b a c b cφ= 是否为拓扑空间。 
 

 
 

注： 
1、依次可验证任意集合上的任意子集族是否为拓扑空间，由于验证界面较长，不在此展示，读者可

自行验证。 
2、我们给出了定义 1.1 的验证程序，有兴趣的读者可根据基础知识中的注 1 和注 2 写出相应的验证

程序。 
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