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Abstract 
Based on the construction method of conjugate space of continuous function space and Stieltjes 
integral theory, this paper obtains the conjugate space of the PC[0,1] space in which the functions 
has finite discontinuous points, has right limit at discontinuity points and is left continuous at 
discontinuity points. Finally, we get conjugate space of the PC[0,1] space in which the functions has 
infinite discontinuous points, has right limit at discontinuity points and is left continuous at dis-
continuity points also. 
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摘  要 

本文基于连续函数空间的共轭空间的构造方法，通过Stieltjes积分理论，得到了区间上具有有限个间断

点，在间断点处仅左连续且右极限存在的函数全体所成空间的共轭空间。随后给出区间上具有无限个间

断点，在间断点处仅左连续且右极限存在的函数全体所成空间的共轭空间。 
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1. 引言 

[ ]0,1PC 空间是指在 [ ]0,1 区间上具有有限个间断点，在间断点处函数左连续且右极限存在的函数构

成的空间，即： 
[ ]0,1PC  = { [ ] ( )1 2: 0,1 | , 0,1mx R s s s→ ∃ ∈� ， ( )x s 在 is s≠ 时连续，在 is s= 时，有 ( ) ( )lim

i
is s

x s x s
→ −

= ，

且 ( )lim
is s

x s
→ +

存在有限}，该空间范数定义为 [ ] ( )\in 0,1suptx x t= 。 

该类空间常见于脉冲微分方程研究中，见[1] [2] [3]。另一方面，Banach 空间的共轭空间提供了认识

原空间的新工具，其确立极为重要，比如由此派生的强拓扑、弱拓扑乃至弱*拓扑的概念，见文献[4] [5]。
众多数学工作者对空间及其共轭空间的构造做了很多的研究，也取得了很多成果，见参考文献[6] [7] [8] 
[9]。本文将对 [ ]0,1 区间上具有有限个间断点，且在间断点处左连续且右极限存在的函数全体构成的空间

- [ ]0,1PC 空间的共轭空间进行研究，然后对 [ ]0,1 区间上具有无限个间断点，且在间断点处左连续且右极

限存在的函数全体构成的空间的共轭空间进行论述。 

2. 基础知识 

首先，根据参考文献[10]，给出区间 [ ]0,1 上的全变差函数及有界变差函数的定义及性质。 
定义 1.1 [10]：设 f 为定义在区间 [ ]0,1 上的函数，考察区间 [ ]0,1 上的任意一组分点： 

0 1 1: 0 1n nT t t t t−= < < < < =� 。对于任一组分点，称上确界 ( ) ( )1
1

sup
n

i i
i

f t f t −
=

 − 
 
∑ 为函数 f 区间 [ ]0,1 上

的全变差(全变分)，记为 ( )
1

0
f∨ 。 

定义 1.2 [10]：设 f 为定义在区间 [ ]0,1 上的函数，考察区间 [ ]0,1 上的任意一组分点 

0 1 1: 0 1n nT t t t t−= < < < < =� 。若对任意分划 T，变差 ( ) ( ) ( )
1

1
0 1

sup
n

i i
T i

f f t f t −
=

 = − 
 
∑∨ 都不超过某个正常

数，即存在正数 M，使得对一切分划 T，有 ( )
1

0
f M≤∨ 成立，则称函数 f 为区间 [ ]0,1 上的有界变差函数。 

定义 1.3 [10]：设 [ ]0,1V 为 [ ]0,1 区间上的有界变差函数的全体，它按照通常的线性运算及范数 

( ) ( )
1

0
0f f f= +∨ ， [ ]( )0,1f V∈ 成为赋范线性空间。 

定理 1.1 [10]：若 f 为区间 [ ]0,1 上的有界变差函数，则 f 在区间 [ ]0,1 上有界。 
其次，根据参考文献[5]，给出同构映射及保范同构映射的定义。 
定义 1.4 [5]：对于线性空间 ,V V ′，若映射 f 具有以下性质： 
1) f 为双射； 
2) ( ) ( ) ( ) , ,f a b f a f b a b V+ = + ∀ ∈ ； 
3) ( ) ( ) , ,f ka kf a k P a V= ∀ ∈ ∀ ∈ 。 
则称 f 是 V 到V ′的同构映射，并称线性空间 V 与V ′同构，记作V V ′≅ 。 
保范同构映射则是在同构映射的前提下要求保证映射前后的范数相等，即要求一个线性映射将一个
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空间中的线性泛函一对一的映射到另外一个赋范线性空间，而且映射后的元素的范数和映射前的线性泛

函的范数相等。 
定义 1.5 [5]：设 X 和 Y 是两个赋范线性空间，T 是 X 到 Y 中的线性算子，并且对 X 中所有的 x，有

Tx x= 成立，则称 T 是 X 到 Y 中的保距算子。如果 T 又是映射到 Y 上的，则称 T 是同构映射，称 X 与

Y 同构。 
事实上，等距同构的两个空间除了符号不同之外，在结构上无法区别，在这种意义上也称这两个空

间相等。 
然后，根据参考文献[11]，给出 Hahn-Banach 定理的内容。 
定理 1.2 [11]：设κ 是赋范线性空间， 0κ 是κ 的线性子空间， 0f 是定义在 0κ 上的有界线性泛函，那

么空间κ 上必有一个有界线性泛函 f，满足 
1) 0 0

,f f x κ= ∀ ∈ (保范条件)； 
2) ( ) ( )0 ,f x f x x κ= ∀ ∈ (延拓条件)； 
其中， 0 0

f 表示 0f 在 0κ 上的范数。 
由于 f 满足(1)，(2)两个条件，通常称 f 为 0f 的保范延拓。 

3. PC 空间的共轭空间 

定义 

[ ] [ ] ( ) ( ) ( ) [ ) ( ){ }0,1 : 0,1 , 0 0, 0 , 0,1 , var ,BV g g R g g t g t t g= → = = + ∀ ∈ < ∞  

其中， ( ) ( ) ( )1var sup j jg g t g t+= −∑ 。 

在空间 [ ]0,1BV 上赋以范数 ( )varvg g= ， [ ]0,1g BV∀ ∈ ，则有空间 [ ]0,1BV 是完备的赋范线性空间。 
定理 2.1： [ ] [ ]*0,1 0,1PC BV= 。即： 
1) 对 [ ]0,1BV 空间中的任一函数 ( )g t ，其对应于空间 [ ]0,1PC 上的一个线性连续泛函 

( ) ( )1

0
, df t g tϕ ϕ ϕ= ∫� ； 

2) 对空间 [ ]*0,1PC 中的任意函数 f，必在空间 [ ]0,1BV 中存在唯一的函数 g，使得对空间 [ ]0,1PC 中

的任意函数ϕ ，满足 ( ) ( )1

0
, df t g tϕ ϕ= ∫ 及 vf g= 。 

证明： 
第一步：证明对 [ ]0,1BV 空间中的任一元素 g，其对应于空间 [ ]0,1PC 上的一个线性连续泛函 

( ) ( )1

0
, df t g tϕ ϕ ϕ= ∫� 。 

对空间 [ ]0,1BV 中的任一元素 g，对于 [ ]0,1PC 空间内的任意元素ϕ ，由定义，函数ϕ 在 [ ]0,1 区间上

有界，即 0M∃ > ，使得 ( )t Mϕ < ， [ ]0,1t∀ ∈ 成立。从而有函数ϕ 在区间 [ ]0,1 上的振幅 

( ) ( )sup inf 2t t Mω ϕ ϕ= − ≤ 。 
已知函数 ( )tϕ 在区间 [ ]0,1 上有有限个间断点： 1 2, , , ms s s� 。对于区间 [ ]0,1 上的任意分割 

0 1 2: 0 1nT t t t t= < < < < =� ( )2n m> 。在其分割成的 n 个小区间：[ ] [ ] [ ]0 1 1 2 1, , , , , ,n nt t t t t t−� 中，至多有 2m
个小区间含有间断点。于是将振幅和分成两部分 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1

' ' ' '' '' '',
n

k k k k k k k k k
k

g t g t g t g t g t g tω ω ω− − −
=

     − = − + −     ∑ ∑ ∑  

其中， ( ) ( )1' ' 'k k kg t g tω − − ∑ 是相应于分割 T 中含有间断点的那些小区间的振幅和，其项数至多为 2m
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项。 ( ) ( )1'' '' ''k k kg t g tω − − ∑ 是相应于分割 T 中不含有间断点的那些小区间的振幅和。 

由定理 1.1，函数 g 有界，即 0h∃ > ， vg h≤ 。于是对任意的 [ ], 0,1i jt t ∈ ，有 ( ) ( ) 2i jg t g t h− ≤ 成

立。因为 ( ) ( )1' ' 'k k kg t g tω − − ∑ 的项数至多为 2m 项，故对 0ε∀ > ， 1 0δ∃ > ，且 1 16mhM
εδ < ，当 1T δ<

时，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1' ' ' '2 2 2 2 8 .
16 2k k k k kg t g t M g t g t M h m mhM

mhM
ε εω δ− +   − ≤ − ≤ ⋅ ⋅ < ⋅ =   ∑ ∑  

在 ( ) ( )1'' '' ''k k kg t g tω − − ∑ 所对应的小区间上，函数ϕ 连续，从而一致连续。故 0ε∀ > ， 2 0δ∃ > ，

当 2T δ< 时，可以保证函数ϕ 在这些小区间的振幅都小于
4h
ε

。于是有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1'' '' '' '' '' 2 .
4 4 2k k k k kg t g t g t g t h

h h
ε ε εω − +   − < − < ⋅ =   ∑ ∑  

因此，取 { }1 2min ,δ δ δ= ，对于区间 [ ]0,1 的任一分割 T，只要 T δ< ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1

' ' ' '' '' '' .
2 2

n

k k k k k k k k k
k

g t g t g t g t g t g t ε εω ω ω ε− − −
=

     − = − + − < + =     ∑ ∑ ∑  

故可得积分 ( ) ( )1

0
dt g tϕ∫ 存在。 

由 Stieltjes 积分，定义 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

10 0 0
d lim

n

j j jT i
t g t t g t g tϕ ϕ

−
∗

+→ =

 = − ∑∫ ， ( )1,j j jt t t∗
+∈ 。从定义可见，对

[ ]0,1BV 空间中的任一元素 g，定义 ( ) ( )1

0
, df t g tϕ ϕ= ∫ 。 

显然，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

0 0 0
, d d d , , ;f t t g t t g t t g t f fϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ+ = + = + = +  ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0
, d d , ,f k k t g t k t g t k fϕ ϕ ϕ ϕ= = =∫ ∫  

其中，k 为数域 P 中任一元素， [ ], 0,1ϕ τ ∈ 。即可得 ( ) ( )1

0
, df t g tϕ ϕ= ∫ 为一连续线性泛函。由 

( ) ( ) ( )1 1

0 0
, d df t g t g tϕ ϕ ϕ= ≤∫ ∫ ，可得 ( ) ( )1

0
d var vf g t g g≤ = =∫ 。所以有 vg f≥ 。 

第二步：证明对空间 [ ]*0,1PC 中的任意元素 f，必在空间 [ ]0,1BV 中存在唯一的元素 g，使得对空间

[ ]0,1PC 中的任意元素ϕ ，成立 ( ) ( )1

0
, df t g tϕ ϕ= ∫ ，且有 vg f≤ 。 

定义 [ ]0,sE s= ，令函数ϕ 为间断的特征函数，即 

( ) [ ]
1, ;
0, 0,1 .s

s
E

s

t E
t

t E
χ

∈=  ∈ −
 

考虑区间 [ ]0,1 上全体有界函数所成空间 [ ]0,1L∞ 。显然，空间 [ ]0,1PC 是空间 [ ]0,1L∞ 的一个闭子空

间。对空间 [ ]0,1PC 中任意的元素ϕ ，有 [ ]0,1Lϕ ∞∈ 。 

根据定理 1.2，对于空间 [ ]*0,1PC 中任一元素 f，必存在空间 [ ]0,1L ∗∞ 中的元素 F，使得
0

, 0EF χ = ，

且对空间 [ ]0,1PC 中任意的函数ϕ ，成立 , ,F fϕ ϕ= ，并且有 F f= 。 

由定义，可知 [ ]0,1
sE Lχ ∞∈ ，所以有 ( ) ( ), , 0 1

sEg s F sχ= < ≤ ， ( )0 0g = 。 
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以下证明上述定义的函数 [ ]0,1g BV∈ ，并且满足 vg f≤ 。 

对区间 [ ]0,1 上的任意分割 0 1: 0 1nT t t t= < < < =� 。记 

( ) ( )1 , 0,1, , 1;k k kg t g t k nϖ += − = −�  

( )
0, 0

, 0,1, , 1;
sgn , 0

k
k

k k

k n
ϖ

λ
ϖ ϖ

== = − ≠
�  

( ) ( ] ( )1

1

,
0

.
k k

n

k t t
k

h t tλ χ
+

−

=

= ∑  

于是，我们有 

[ ]

1 1

0,1
0 0

, .
n n

k k k L
k k

F h F h F fϖ λ ϖ ∞

− −

= =

= = ≤ = =∑ ∑  

即可得出 [ ]0,1g BV∈ ，并且满足 vg f≤ 。 

以下证 ( ) ( )1

0
, df t g tϕ ϕ= ∫ 成立。 

对于空间 [ ]0,1PC 上的任意元素ϕ ，对任意的 0ε > ，取分割 T，保证 [ ]0,1PC 空间内的元素ϕ 的间

断点都位于分点处，则对任意 ( )1, ,j jt t t t +′∈ ， 0,1, , 1j n= −� ，成立 ( ) ( )
2

t t
F
εϕ ϕ ′− < 。 

由积分存在性，可得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

10
0

d
2

n

j j j
j

t g t t g t g t εϕ ϕ
−

∗
+

=

 − − < ∑∫ ， ( )1,j j jt t t∗
+∈ ，令 

( ) ( ( ) ( )1

1

0,
0

0
j j

n

j t t
j

tφ ϕ χ ϕ χ
+

−
∗

=

= +∑ 。可得 

( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1
10,1 0

0

, d , , , d

d
2 2

n

j j jL
j

f t g t f F F t g t

F t g t g t t g t

ϕ ϕ ϕ φ φ ϕ

ε εϕ φ ϕ ϕ ε∞

−
∗

+
=

− ≤ − + −

 ≤ − + − − < + = 

∫ ∫

∑ ∫
 

由 ε 的任意性，即得 ( ) ( )1

0
, df t g tϕ ϕ= ∫ 成立。 

以下证明 g 的唯一性。 

不妨假设存在 [ ]0,1BV 空间中的两个元素 1,g g ，成立
1 1

10 0
, d dF g gϕ ϕ ϕ= =∫ ∫ 。即有 ( )1

10
d 0g gϕ − =∫ ，

由函数ϕ 的任意性，可得函数 g 与 1g 是几乎处处相等的函数。 
即证唯一性。 

综上， ( ) ( )1

0
dg t g tϕ∫� 是空间 [ ]0,1BV 到空间 [ ]*0,1PC 的一个等距同构，即有 [ ] [ ]*0,1 0,1PC BV= 。

证毕。 
以下针对 [ ]0,1 区间上具有无限个间断点，且在间断点处函数左连续且右极限存在的函数构成的空间

(仍记为 [ ]0,1PC )的共轭空间进行研究论述。 

[ ] [ ] ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

1 2

1

0,1 : 0,1 | , , , , 0,1 , lim 1, ,

, lim , ,lim lim 1
i i

m m im

i is s s s s

PC x R s s s s x s s s

s s x s x s x s x s x

→∞

→ − → + →

= → ∃ ∈ = ≠

= = =

� � 有 在

在 有 极限存在 且有

时连续

时

 

定理 2.2： [ ] [ ]*0,1 0,1PC BV= 。 
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证明： 
对于 [ ]0,1PC 空间内的任意元素ϕ ，对空间 [ ]0,1BV 中的任一元素 g，由定义，函数 ( )g t 在 [ ]0,1 区

间上有界，即 0h∃ > ，使得 ( )g t h< ， [ ]0,1t∀ ∈ 成立。 

对任意正数 ε ，由函数 ϕ 在 [ ]0,1 区间上有无限多个间断点： 1 2, , , ,ms s s� �，且由 lim 1mm
s

→∞
= 及

( ) ( )
1

lim 1
s

x s x
→

= ，可知，存在足够小的正数δ ，在 [ ]1 ,1δ− 上，有 ( )0 var
2

g εϖ < 。 

在区间 [ ]0,1 δ− 上，函数ϕ 仅有有限个间断点，由定理 2.1 可知，积分 ( ) ( )1

0
dt g t

δ
ϕ

−

∫ 存在。故对区间

[ ]0,1 δ− 上的任意分割 0 1: 0 1nT t t t δ= < < < = −� ，有振幅和 ( ) ( )1 2k k k
T

g t g t εω − − < ∑ 。 

因此将分割 T 与区间右端点 1 合成 [ ]0,1 区间上一个新的分割T ′，则对于区间 [ ]0,1 上的分割T ′，有

振幅和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1 1 .
2 2k k k k k k

T T
g t g t g t g t g g ε εω ω ω δ ε+ +

′
   − = − + − − < + =     ∑ ∑  

即可得积分 ( ) ( )1

0
dt g tϕ∫ 存在。 

根据 Stieltjes 积分，定义 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11

10 0 0
d lim

n

j j jT i
t g t t g t g tϕ ϕ

−
∗

+→ =

 = − ∑∫ ， ( )1,j j jt t t∗
+∈ 。从定义可见，对

[ ]0,1BV 空间中的任一函数 ( )g t ，其对应于空间 [ ]0,1PC 上的一个线性连续泛函 ( ) ( )1

0
, df t g tϕ ϕ= ∫ 。使

其满足 ( ) ( )1

0
d var vf g t g g≤ = =∫ 。所以有 vf g≤ 。 

以下证明对空间 [ ]*0,1PC 中的任意元素 f，必在空间 [ ]0,1BV 中存在唯一的元素 g，使得对空间

[ ]0,1PC 中的任意元素ϕ ，成立 ( ) ( )1

0
, df t g tϕ ϕ= ∫ 及 vg f= 。 

证明过程同定理 2.1 一致，在此不予详证。 

综上， ( ) ( )1

0
dg t g tϕ∫� 是空间 [ ]0,1BV 到空间 [ ]*0,1PC 的一个等距同构，即有 [ ] [ ]*0,1 0,1PC BV= 。

证毕。 
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