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Abstract 
Let ( )e nϕ  be generalized Euler function, where n and e are positive integers. Using elementary 

methods, the solvability of equations ( )2 2 3x ymϕ = ⋅ , ( )2
x ym p qϕ = ⋅ , and ( ) 31 2

2 1 2 3
v

vm p p p pα αα αϕ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
related to generalized Euler’s totient function is studied and discussed. Based on the properties of 
generalized Euler’s totient function and Euler’s totient function, the partial solution of the equa-
tion is obtained by the discussion of classification and segmentation. 

 
Keywords 
Generalized Euler Function, Euler Function, Equation, Positive Integer Solution 

 
 

对一类包含广义欧拉函数的数论方程的讨论 

蔡  璐，赖常鑫，杨燕华 

阿坝师范学院数学与计算机科学学院，四川 汶川 
Email: 1538249856@qq.com  
 
收稿日期：2019年7月10日；录用日期：2019年7月18日；发布日期：2019年7月25日 

 
 

 
摘  要 

令 ( )e nϕ 为广义欧拉函数，其中n与e都是正整数。利用初等方法，研究讨论了与广义欧拉函数有关的数

论方程 ( )2 2 3x ymϕ = ⋅ ， ( )2
x ym p qϕ = ⋅ 以及 ( ) 31 2

2 1 2 3
v

vm p p p pα αα αϕ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 的可解性。基于广义欧拉函数
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的性质，利用初等数论的一些结论以及分类、分段的讨论方式，获得以上方程的正整数解的相关结论。 
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1. 引言与主要结论 

Euler 函数 φ(n)是数论中非常重要而有意义的一类函数，定义为1,2, , n� 中与 n 互素的个数。为了将

Lehmer 同余式从模素数的平方推广到模任意整数的平方，蔡天新[1]等对广义 Euler 函数的作出了如下定

义。 
定义：广义欧拉函数 φe(n) 

( )
( ),1 1

1
1,

i

n
e

e
i

nϕ
=

 
  

=

= ∑                                        (1.1) 

即序列1,2, , n
e
 
  

� 中与 n 互素的数的个数。显然，当 e = 1 时，广义欧拉函数 φe(n)就是欧拉函数 φ(n)。 

当 e = 2 时，由广义欧拉函数定义，容易验证， ( )1 0nϕ = ， ( )2 1nϕ = ，对 3n ≥ ，有 

( ) ( )2
1
2

n nϕ ϕ=                                       (1.2) 

关于 Euler 函数 φ(n)以及广义 Euler 函数 φe(n)的性质以及与广义 Euler 函数相关的数论方程的研究非

常活跃。文献[2] [3]对广义 Euler 函数的性质有一定的研究。同时，对于包含广义 Euler 函数的方程也有

所讨论，如文献[4]-[14]对包含广义Euler函数φe(n)以及ω(n)和Ω(n)的方程的可解性；文献[15] [16] [17] [18]  

讨论了形如 ( )e
nn
d

ϕ = 方程的可解性；文献[19] [20]对包含 Euler 函数和广义 Euler 函数的方程的正整数解

进行了研究；文献[21]-[28]给出了形如 ( ) ( ) ( )xy k x yϕ ϕ ϕ= ， ( ) ( ) ( )( )xy k x yϕ ϕ ϕ= + 这种形式的方程的可

解性。 
本文将研究更一般的方程，即方程 

( )2 2 3x ymϕ = ⋅                                        (1.3) 

( )2
x ym p qϕ = ⋅                                        (1.4) 

以及 

( ) 31 2
2 1 2 3

v
vm p p p pα αα αϕ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅                                  (1.5) 

的可解性，其中 1 2, , , , , vp q p p p� 是给定的素数。求出了一些方程的全部解，并获得了一些一般性的

结论。本文的主要结论是： 
定理 1：方程(1.3)的所有非负整数解(m, x, y) (表 1 所示)为 
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Table 1. All nonnegative integer solutions of Equation (1.3) (m, x, y) 
表 1. 方程(1.3)的所有非负整数解(m, x, y) 

序号 m x y 备注 

1 1

t

i
i

m q
=

=∏  

2 3 1i is t
iq = +  1

1
t

i
i

s
=

−∑  
1

t

i
i

t
=
∑  

qi为质数 
( 0, 0i is t≥ ≥ ) 

2 2

2
t

a
i

i

m q
=

= ∏  

2 3 1i is t
iq = +  2

2
t

i
i

s a
=

+ −∑  
2

t

i
i

t
=
∑  

qi为质数 
( 1, 0i is t≥ ≥ ) 

3 2

3
t

b
i

i

m q
=

= ∏  

2 3 1i is t
iq = +  2

t

i
i

s
=
∑  

2

1
t

i
i

t b
=

+ −∑  
qi为质数 

( 1, 0i is t≥ ≥ ) 

1s = 时， 0t ≠  

4 3

2 3
t

a b
i

i

m q
=

= ∏  

2 3 1i is t
iq = +  3

2
t

i
i

s a
=

+ −∑  
3

1
t

i
i

t b
=

+ −∑  
qi为质数 

( 1, 0i is t≥ ≥ ) 

1s = 时， 0t ≠  

 
定理 2：方程(1.4)的所有非负整数解(m, x, y) (表 2 和表 3 所示)为 
1) 若 2p = 时， 5q ≥ ，有 

 
Table 2. In the case of p = 2, q > 5, the nonnegative integer solutions of Equation (1.4) (m, x, y) 
表 2. 在 p = 2，q > 5 的情况下，方程(1.4)的非负整数解(m, x, y) 

序号 m x y 备注 

1 1

t

i
i

q
=
∑  

2 1i is t
iq q= +  1

1
t

i
i

s
=

−∑  
1

t

i
i

t
=
∑  

qi为质数 
( 0, 0i is t≥ ≥ ) 

2 2

2
t

a
i

i

q
=
∏  

2 1i is t
iq q= +  2

2
t

i
i

s a
=

+ −∑  
2

t

i
i

t
=
∑  

qi为质数 
( 0, 0i is t≥ ≥ ) 

3 2

t
b

i
i

q q
=
∏  

2 1i is t
iq q= +  2

1
t

i
i

s
=

−∑  
2

1
t

i
i

t b
=

+ −∑  
qi为质数 

( 0, 0i is t≥ ≥ )，当 0t =

时， 2s ≥  

4 3

2
t

a b
i

i

q q
=
∏  

2 3 1i is t
iq = +  1

2
t

i
i

s a
=

+ −∑  
1

1
t

i
i

t b
=

+ −∑  
qi为质数 

( 0, 0i is t≥ ≥ ) 

 
2) 若 2p ≠ ， 3q ≠ ，即 , 5p q ≥ ，有 

 
Table 3. In the case of p, q ≥ 5, the nonnegative integer solutions of Equation (1.4) (m, x, y) 
表 3. 在 p，q ≥ 5 的情况下，方程(1.4)的非负整数解(m, x, y) 

序号 m x y 备注 

1 
q1 

1 2 1s tq p q= ⋅ +  s t 
q1为质数 

( 1, 0s t≥ ≥ ) 

2 
3a 

1 12 1s tp p q= ⋅ ⋅ +  s1 t1 ( 2a = ) ( 1 10, 0s t= = ) 

3 
qb 

1 12 1s tq p q= ⋅ ⋅ +  s1 1 1t b+ −  ( 0, 0i is t≥ ≥ ) 

 
定理 3：方程(1.5)的解(m, x, y)满足 
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1) t v= ，当 t vq p= ( 1v t= + )时， 1 1 2α β= − ， 1 2q = ， i iα β= ( [ ]2,i v= )，且 2 1ia
iq = + ( 0ia ≥ )。 

2) t v> ，必有 t vq p> ， j jq p= ， [ ]1,j u= ，其中 u v< ，则 1 2, , , 1u u vβ β β+ + =� ，且 
1 1 1 1

2 32 1i i i is s s s
i vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ， [ ]1,i u v= + 。 

2. 方程 φ2(m) = 2x3y的解 

本节讨论方程(1.3)的解，由于 

( ) ( )2
1
2

m mϕ ϕ= , ( )2 2 3x ymϕ = ⋅  

故令 1 2
1 2

t
tm q q qββ β= ⋅ � 其中 1 2 tq q q< < <� 且均为质数，则 

( ) ( ) ( )1 2 11 1 1
1 2 1 21 1 1 2 3t x y

t tq q q q q qββ β −− − +⋅ ⋅ − ⋅ − − = ⋅� �                    (2.1) 

2.1. 情况 1：t = 1 

当 1t = 时，有 

( )1 1 1
1 1 1 2 3x yq qβ − +⋅ − = ⋅                                    (2.2) 

情况 1.1：当 1 1β = 时，可得 1m q= ， 1 2 3 1s tq = + ( 0, 0s t≥ ≥ )，故 1x s= − ， y t= 。 
情况 1.2：当 1 2β ≥ 时， ( )1 1 1

1 1 1 2 3x yq qβ − +⋅ − = ⋅ 。 
情况 1.2.1：当 1 2q = 时， 1 1 12 2 3x yβ − += ⋅ ，可得 2am = ( 2a ≥ )， 1 2 3 1s tq = + ( 0, 0s t= = )，故 2x s a= + − ，

y t= 。 
情况 1.2.2：当 1 3q = 时， 1 1 12 3 2 3x yβ − +⋅ = ⋅ ，可得 3bm = ( 2b ≥ )， 1 2 3 1s tq = + ( 1, 0s t= = )，故 1x s= − ，

1y t b= + − 。 

2.2. 情况 2：t = 2 

当 2t = 时，有 

( ) ( )1 21 1 1
1 1 2 21 1 2 3 .x yq q q qβ β− − +⋅ − ⋅ ⋅ − = ⋅                              (2.3) 

情况 2.1：当 1 2 1β β= = 时，有 ( ) ( ) 1
1 21 1 2 3x yq q +− ⋅ − = ⋅ ，可得 1 2m q q= ， 1 1

1 2 3 1s tq = + ， 2 2
2 2 3 1s tq = +  

( 1 10, 0s t≥ ≥ ； 2 21, 0s t≥ ≥ )。故 1 2 1x s s= + − ， 1 2y t t= + 。 
情况 2.2：当 1 2β ≥ ， 2 1β = 时，有 ( ) ( )1 1 1

1 1 21 1 2 3x yq q qβ − +⋅ − ⋅ − = ⋅ 。 
情况 2.2.1：当 1 2q = ， 2q q= ( 3q ≥ ，且为质数)时， ( )1 1 12 1 2 3x yqβ − +⋅ − = ⋅ ，可得 2am q= ( 2a ≥ )，

1 1
1 2 3 1s tq = ⋅ + ( 1 10, 0s t= = )， 2 2

2 2 3 1s tq = ⋅ + ( 2 21, 0s t≥ ≥ )，故 1 2 2x s s a= + + − ， 1 2y t t= + 。 
情况 2.2.2：当 1 3q = ， 2q q= ( 5q ≥ ，且为质数)时， ( )1 1 13 2 1 2 3x yqβ − +⋅ ⋅ − = ⋅ ，可得 3bm q= ( 2b ≥ )，

1 1
1 2 3 1s tq = ⋅ + ( 1 11, 0s t= = )， 2 2

2 2 3 1s tq = ⋅ + ( 2 22, 0s t≥ ≥ )，故 1 2x s s= + ， 1 2 1y t t b= + + − 。 
情况 2.3：当 1 2β ≥ ， 2 2β ≥ 时，有 ( ) ( )1 21 1 1

1 2 1 21 1 2 3x yq q q qβ β− − +⋅ ⋅ − ⋅ − = ⋅ 。 
当 1 2q = ， 2 3q = 时， 1 21 1 12 3 2 2 3x yβ β− − +⋅ ⋅ = ⋅ ，可得 2 3a bm = ( 2, 2a b≥ ≥ )， 1 1

1 2 3 1s tq = ⋅ + ( 1 10, 0s t= = )，
2 2

2 2 3 1s tq = ⋅ + ( 2 21, 0s t= = )。故 1 2 2x s s a= + + − ， 1 2 1y t t b= + + − 。 

2.3. 情况 3：当 t ≥ 3 时，有 

( )1 1

1
1 2 3 .i

t
x y

i i
i

q qβ − +

=

⋅ − = ⋅∏                                   (2.4) 

情况 3.1：当 1iβ = ( i N +∈ )时，有 ( ) 1

1
1 2 3

t
x y

i
i

q +

=

− = ⋅∏ 可得，
1

t

i
i

m q
=

= ∑ ， 2 3 1i is t
iq = + ( 0, 0i is t≥ ≥ )，
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故
1

1
t

i
i

x s
=

= −∑ ，
1

t

i
i

y t
=

= ∑ 。 

情况 3.2：当 1 2β ≥ ， 1iβ = ( 2,i i N +≥ ∈ )时，有 ( )1 1 1
1

2
1 2 3

t
x y

i
i

q qβ − +

=

⋅ − = ⋅∏ 。 

情况 3.2.1：当 1 2q = ， i iq q= ( 3iq ≥ 且为质数， 2i ≥ )时 ( )1 1 1

2
2 1 2 3

t
x y

i
i

qβ − +

=

⋅ − = ⋅∏ ，则可得
2

2
t

a
i

i
m q

=

= ∏ ，

2 3 1i is t
iq = +  ( 1, 0i is t≥ ≥ )，故

2
2

t

i
i

x s a
=

= + −∑ ，
2

t

i
i

y t
=

= ∑ 。 

情况 3.2.2：当 1 3q = ， i iq q= ( 5iq ≥ 且为质数， 2i ≥ )时， ( )1 1 1

2
2 3 1 2 3

t
x y

i
i

qβ − +

=

⋅ ⋅ − = ⋅∏ ，可得
2

3
t

b
i

i
m q

=

= ∏ ，

2 3 1i is t
iq = + ( 1, 0i is t≥ ≥ )，故

2

t

i
i

x s
=

= ∑ ，
2

1
t

i
i

y t b
=

= + −∑ ， 1s = ， 0t = 。 

情况 3.3：当 1 2β ≥ ， 2 2β ≥ ， 1iβ = ( 3,i i N +≥ ∈ )时，有 ( )1 21 1 1
1 2

1
1 2 3

t
x y

i
i

q q qβ β− − +

=

⋅ ⋅ − = ⋅∏ 。 

情况 3.3.1：当 1 2q = ， 2 3q = ， i iq q= ( 5iq ≥ 且为质数， 3i ≥ )时， ( )1 2 1 1

3
2 3 1 2 3

t
x y

i
i

qβ β − +

=

⋅ ⋅ − = ⋅∏ ，可

得
3

2 3
t

a b
i

i
m q

=

= ∏ ， 2 3 1i is t
iq = + ( 1, 0i is t≥ ≥ )，故

3
1

t

i
i

x s a
=

= + −∑ ，
3

1
t

i
i

y t b
=

= + −∑ ，当 1s = 时， 0t ≠ 。 

于是定理 1 得证。 

3. 方程 ( )2
x ym p qϕ = 的解 

本节将在定理 1： ( )2 2 3x ymϕ = 的解的情况的基础上，对更一般的情况来作进一步的讨论，即

( )2
x ym p qϕ = (其中 p,q 为质数，且)。当 2q = ， 3p = 时，与定理 1 相同，下面，我们讨论 2q = ， 3p =

不同时成立的情况。 

3.1. 情况 A 

2p = ， 5q ≥ ， ( )2 2x ym qϕ = ，则 

( ) ( ) ( )1 2 11 1 1
1 2 1 21 1 1 2 .t x y

t tq q q q q q qββ β −− − +⋅ ⋅ − ⋅ − − = ⋅� �                       (3.1) 

同样地，我们设 
1 2

1 2
t

tm q q qββ β= ⋅ �  

其中 1 2 tq q q< < <� 且均为质数。 
情况 1：t = 1 当 1t = 时， ( )1 1 1

1 1 1 2x yq q qβ − +⋅ − = ⋅ 。 
情况 1.1：当 1 1β = 时， 1m q= ， 1 1

1 2 1s tq q= ⋅ + ( 1 10, 0s t≥ ≥ )，故 1 1x s= − ， 1y t= (当 1 0t = 时， 1 2s ≥ ；

1 1s ≥ 时， 1 1t ≥ )。 
情况 1.2：当 1 2β ≥ 时， ( )1 1 1

1 1 1 2 3x yq qβ − +⋅ − = ⋅ 。 
情况 1.2.1：当 1 2q = 时， 1 1 12 2x yqβ − += ⋅ ，可得 2am = ( 2a ≥ )， 1 1

1 2 1s tq q= ⋅ + ( 1 10, 0s t= = )，故

1 2x s a= + − ， 1y t= 。 
情况 1.2.2：当 1q q= 时， ( )1 1 11 2x yq q qβ − +⋅ − = ⋅ ，可得 bm q= ( 2b ≥ )， 1 1

1 2 1s tq q= ⋅ + ( 1 11, 0s t≥ = )，
故 1 1x s= − ， 1 1y t b= + − 。 

情况 2：t = 2 当 2t = 时， ( ) ( )1 21 1 1
1 1 2 21 1 2x yq q q q qβ β− − +⋅ − ⋅ ⋅ − = ⋅ 。 

情况 2.1：当 1 2 1β β= = 时，有 ( ) ( ) 1
1 21 1 2x yq q q+− ⋅ − = ⋅ ，可得 1 2m q q= ， 1 1

1 2 3 1s tq = + ， 2 2
2 2 3 1s tq = +
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( 1 10, 0s t≥ ≥ ; 2 21, 0s t≥ ≥ )，故 1 2 1x s s= + − ， 1 2y t t= + 。 
情况 2.2：当 1 2β ≥ ， 2 1β = 时，有 ( ) ( )1 1 1

1 1 21 1 2x yq q q qβ − +⋅ − ⋅ − = ⋅ 。 

情况 2.2.1：当 1 2q = ( 2 5q ≥ ，且为质数 )时， ( )1 1 1
22 1 2x yq qβ − +⋅ − = ⋅ ，可得 22am q= ( 2a ≥ )，

1 1
1 2 1s tq q= ⋅ + ( 1 10, 0s t= = )， 2 2

2 2 1s tq q= ⋅ + ( 2 21, 0s t≥ ≥ )，故 1 2 2x s s a= + + − ， 1 2y t t= + 。 
情况 2.2.2：当 1q q= 时，( 5q ≥ ，且为质数) ( ) ( )1 1 1

21 1 2x yq q q qβ − +⋅ − ⋅ − = ⋅ ，可得 2
bm q q= ( 2b ≥ )，

1 1
1 2 1s tq q= + ( 1 1 0, 0s t≥ = )， 2 2

2 2 1s tq q= + ( 2 22, 0s t≥ ≥ )，故 1 2 1x s s= + − ， 1 2 1y t t b= + + − 。 
情况 2.3：当 1 1β = ， 2 2β ≥ 时，有 ( ) ( )2 1 1

1 2 21 1 2x yq q q qβ − +− ⋅ ⋅ − = ⋅ ，此时必定有 2q q= ，则有 1
bm q q=  

( 2b ≥ )， 1 1
1 2 1s tq q= + ( 1 10, 0s t≥ = )， 2 2

2 2 1s tq q= + ( 2 22, 0s t≥ ≥ )，故 1 2 1x s s= + − ， 1 2 1y t t b= + + − 。 
情况 2.4：当 1 2β ≥ ， 2 2β ≥ 时，有 ( ) ( )1 21 1 1

1 2 1 21 1 2x yq q q q qβ β− − +⋅ ⋅ − ⋅ − = ⋅ 。 
当 1 2q = ， 2q q= 时， ( )1 21 1 12 1 2x yq q qβ β− − +⋅ ⋅ − = ⋅ ，可得 2a bm q= ( 2, 2a b≥ ≥ ) ， 1 12 2 1s tq= ⋅ +

( 1 10, 0s t= = )， 2 2
2 2 1s tq q= + ( 2 22, 0s t≥ = )，故 1 2 2x s s a= + + − ， 1 2 1y t t b= + + − 。 

情况 3：t = 3 当 t = 3 时， ( ) ( )1 21 1 1
1 1 2 21 1 2x yq q q q qβ β− − +⋅ − ⋅ ⋅ − = ⋅ 。 

情况 3.1：当 1 2 3 1β β β= = = 时，有 ( ) ( ) ( ) 1
1 2 31 1 1 2x yq q q q+− ⋅ − ⋅ − = ⋅ ，可得 1 2 3m q q q= ， 1 1

1 2 1s tq q= +

( 1 10, 0s t≥ ≥ )， 2 2
2 2 1s tq q= + ， 3 3

3 2 1s tq q= + ( 1, 0i is t≥ ≥ ) 2i ≥ 当 0t = 时，必有 2s ≥ 且 2 3q q≤ ，故

1 2 3 1x s s s= + + − ， 1 2 3y t t t= + + 。 
情况 3.2：当 1 2β ≥ ， 2 3 1β β= = 时，有 ( ) ( ) ( )1 1 1

1 1 2 31 1 1 2x yq q q q qβ − +⋅ − ⋅ − ⋅ − = ⋅ 。 
情况 3.2.1：当 1 2q = 时， ( ) ( )1 1 1

2 32 1 1 2x yq q qβ − +⋅ − ⋅ − = ⋅ ，可得 2 32am q q= ( 2a ≥ )。 
1 12 2 1s tq= ⋅ + ( 1 10, 0s t= = )， 2 2

2 2 1s tq q= + ， 3 3
3 2 1s tq q= + ( 1, 0i is t≥ ≥ )， 2i ≥ 当 0t = 时，必有 2s ≥

且 2 3q q≤ ，故 1 2 3 2x s s s a= + + + − ， 1 2 3y t t t= + + 。 
情况 3.2.2：当 1q q= 时，( 5q ≥ ，且为质数) ( ) ( ) ( )1 1 1

2 31 1 1 2x yq q q q qβ − +⋅ − ⋅ − ⋅ − = ⋅ ，可得 2 3
bm q q q=

( 2b ≥ )， 1 1
1 2 1s tq q= + ( 1 11, 0s t≥ = )当 0t = 时，必有 2s ≥ ， 2 2

2 2 1s tq q= + ， 3 3
3 2 1s tq q= + ( 1, 0i is t≥ ≥ )，

2i ≥ 且 1 2 3q q q≤ ≤ ，故 1 2 3 1x s s s= + + − ， 1 2 3 1y t t t b= + + + − 。 
情况 3.3：当 1 1β = ， 2 2β ≥ ， 3 1β = 时，有 ( ) ( ) ( )2 1 1

1 2 2 31 1 1 2x yq q q q qβ − +− ⋅ ⋅ − ⋅ − = ⋅ ，可得 1 3
bm q q q=

( 2b ≥ )， 1 1
1 2 1s tq q= + ( 1 11, 0s t≥ = )， 2 2

2 2 1s tq q= + ( 2 22, 0s t≥ = )， 3 3
3 2 1s tq q= + ( 2 22, 0s t≥ ≥ )且

1 2 3q q q≤ ≤ ，故 1 2 3 1x s s s= + + − ， 1 2 3 1y t t t b= + + + − 。 
情况 3.4：当 1 2 1β β= = ， 3 2β ≥ 时，有 ( ) ( ) ( )3 1 1

1 2 3 31 1 1 2x yq q q q qβ − +− ⋅ − ⋅ ⋅ − = ⋅ 。 
则 3q q= ，可得 1 2

bm q q q= ( 2, 2a b≥ ≥ )， 1 1
1 2 1s tq q= + ( 1 11, 0s t≥ = )， 2 2

2 2 1s tq q= + ( 2 22, 0s t≥ = )，
3 3

3 2 1s tq q= + ( 2 22, 0s t≥ = )且 1 2 3q q q≤ ≤ ，故 1 2 3 1x s s s= + + − ， 1 2 3 1y t t t b= + + + − 。 
情况 3.5：当 1 2β ≥ ， 2 2β ≥ ， 3 1β = 时，有 ( ) ( ) ( )1 21 1 1

1 2 1 2 31 1 1 2x yq q q q q qβ β− − +⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − = ⋅ 。 
则 1 2q = ， 2q q= ( 5q ≥ ，且为质数)时， ( ) ( )1 21 1 1

32 1 1 2x yq q q qβ β− − +⋅ ⋅ − ⋅ − = ⋅ ，可得， 32a bm q q=

( 2, 2a b≥ ≥ ) ， 1 12 2 1s tq= ⋅ + ( 1 10, 0s t= = ) ， 2 2
2 2 1s tq q= + ( 2 21, 0s t≥ = ) 当 0t = 时，必有 2s ≥ ，

3 3
3 2 1s tq q= + ( 2 21, 0s t≥ ≥ )当 0t = 时，必有 2s ≥ 且 2 3q q≤ ，故 1 2 3 2x s s s a= + + + − ， 1 2 3 1y t t t b= + + + − 。 

情况 4： 4t ≥ 时， ( )1 1

1
1 2i

t
x y

i i
i

q q qβ − +

=

⋅ − = ⋅∏ 。 

情况 4.1：当  1iβ = ( i N +∈ )时，有 ( ) 1

1
1 2

t
x y

i
i

q q+

=

− = ⋅∏ 可得
1

t

i
i

m q
=

= ∑ ， 2 1i is t
iq q= + ( 0, 0i is t≥ ≥ )，故

1
1

t

i
i

x s
=

= −∑ ，
1

t

i
i

y t
=

= ∑ 。 

情况 4.2：当 1 2β ≥ ， 1iβ = ( 2,i i N +≥ ∈ )时，有 ( )1 1 1
1

2
1 2

t
x y

i
i

q q qβ − +

=

⋅ − = ⋅∏ 。 
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情况 4.2.1：当 1 2q = ， i iq q= ( 5iq ≥ 且为质数， 2i ≥ )时， ( )1 1 1

2
2 1 2

t
x y

i
i

q qβ − +

=

⋅ − = ⋅∏ ，可得
2

2
t

a
i

i
m q

=

= ∏ ，

2 3 1i is t
iq = + ( 1, 0i is t≥ ≥ )，故

2
2

t

i
i

x s a
=

= + −∑ ，
2

t

i
i

y t
=

= ∑ 。 

情况 4.2.2：当 1q q= ( 5iq ≥ 且为质数， 2i ≥ )时， ( )1 1 1

1
1 2

t
x y

i
i

q q qβ − +

=

⋅ − = ⋅∏ ，可得
2

t
b

i
i

m q q
=

= ∏ ，

2 3 1i is t
iq = + ( 1, 0i is t≥ ≥ )，当 0t = 时， 2s ≥ ，故

2
1

t

i
i

x s
=

= −∑ ，
2

1
t

i
i

y t b
=

= + −∑ 。 

情况 4.3：当 2jβ ≥ ， 1 1 1 1j jβ β β− += = = = =� � ( 2,j i N +≥ ∈ )时，有 ( )1 1 1

1
1 2

t
x y

j i
i

q q qβ − +

=

⋅ − = ⋅∏ 。 

当 jq q= ( 7iq ≥ 且为质数， 3i ≥ )时， ( )1 1 1

1
1 2

t
x y

i
i

q q qβ − +

=

⋅ − = ⋅∏ ，可得
2

t
b

i
i

m q q
=

= ∏ ， 2 3 1i is t
iq = +

( 1, 0i is t≥ ≥ )，当 0t = 时， 2s ≥ ，故
2

1
t

i
i

x s
=

= −∑ ，
2

1
t

i
i

y t b
=

= + −∑ 。 

情况 4.4：当 1 2β ≥ ， 2 2β ≥ ， 1iβ = ( 3,i i N +≥ ∈ )时，有 ( )1 21 1 1
1 2

1
1 2

t
x y

i
i

q q q qβ β− − +

=

⋅ ⋅ − = ⋅∏ 。 

情况 4.4.1：当 1 2q = ， 2q q= ， i iq q= ( 7iq ≥ 且为质数， 3i ≥ )时， ( )1 2 1 1

1
2 1 2

t
x y

i
i

q q qβ β − +

=

⋅ ⋅ − = ⋅∏ ，

可得
3

2
t

a b
i

i
m q q

=

= ∏ ， 2 3 1i is t
iq = + ( 0, 0i is t≥ ≥ )，故

1
2

t

i
i

x s a
=

= + −∑ ，
1

1
t

i
i

y t b
=

= + −∑ 。其中 1s = ， 0t = 不

能同时取。 

3.2. 情况 B 

由于当 3q = 时，必有 2p = ，与定理 1 相同，故下面讨论 2p ≠ ， 3q ≠ 时的情况 
当 2p ≠ ， 3q ≠ 时， , 5p q ≥ ， ( )2

x ym p qϕ = ，则 

( ) ( ) ( )1 2 11 1
1 2 1 21 1 1 2t x y

t tq q q q q q p qββ β −− −⋅ ⋅ − ⋅ − − = ⋅ ⋅� �                       (3.2) 

情况 1：t = 1：当 1t = 时， ( )1 1
1 1 1 2 x yq q p qβ − ⋅ − = ⋅ ⋅  

情况 1.1：当 1 1β = 时， 1m q= ， 1 1
1 2 1s tq p q= ⋅ ⋅ + ( 1 11, 0s t≥ ≥ )，故 1x s= ， 1y t= (当 0t = 时， 2s ≥ ；

1s ≥ 时， 1t ≥ )。 
情况 1.2：当 1 2β ≥ 时， ( )1 1

1 1 1 2 x yq q p qβ − ⋅ − = ⋅ ⋅ 。通过分析易知 1 2q ≠ ，则 1q p= 或者 1q q= 。 
情况 1.2.1：当 1q p= 时， ( )1 1 1 2 x yp p p qβ − ⋅ − = ⋅ ⋅ ，可得 3p = ， 3am = ( 2a ≥ )，此时只有在 2a = 下

有解。 
1 12 1s tp p q= ⋅ ⋅ + ( 1 10, 0s t= = )，故 1x s= ， 1y t= 。 

情况 1.2.2：当 1q q= 时， ( )1 1 1 2 x yq q p qβ − ⋅ − = ⋅ ⋅ ，可得 bm q= ( 2b ≥ )， 1 12 1s tq p q= ⋅ ⋅ + ( 1 10, 0s t≥ = )，
故 1x s= ， 1 1y t b= + − 。 

情况 2：t = 2 当 2t = 时， ( ) ( )1 21 1
1 1 2 21 1 2 x yq q q q p qβ β− −⋅ − ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ 。 

情况 2.1：当 1 2 1β β= = 时，有 ( ) ( )1 21 1 2 x yq q p q− ⋅ − = ⋅ ⋅ ，由于 1 2q ≠ ，易知 ( )12 | 1q − ， ( )22 | 1q − 方

程不成立，无解。 
情况 2.2：当 1 2β ≥ ， 2 1β = 时，有 ( ) ( )1 1

1 1 21 1 2 x yq q q p qβ − ⋅ − ⋅ − = ⋅ ⋅ ，无解。 
情况 2.3：当 1 1β = ， 2 2β ≥ 时，有 ( ) ( )2 1 1

1 2 21 1 2x yq q q qβ − +− ⋅ ⋅ − = ⋅ ，无解。 

情况 2.4：当 1 2β ≥ ， 2 2β ≥ 时，有 ( ) ( )1 21 1 1
1 2 1 21 1 2x yq q q q qβ β− − +⋅ ⋅ − ⋅ − = ⋅ ，无解。 
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情况 3：t ≥ 3 当 3t ≥ 时， ( )1
1

1
1 2i

t
x y

i
i

q q p qβ −

=

⋅ − = ⋅ ⋅∏ ，无解。 

于是定理 2 得证。 

4. 方程 ( ) 31 2
2 1 2 3

v
vm p p p pαα α αϕ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 的解 

本节将在前面两个定理的基础上，延申到更加一般的情况：即 ( ) 31 2
2 1 2 3

v
vm p p p pα αα αϕ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ (令

1 2 vp p p≤ ≤ ⋅⋅⋅ ≤ 且均为质数)，由分析知，必有 1 2p = 。则 ( ) 31 21
2 2 32 v

vm p p pα αα αϕ += ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ( 1 1α ≥ − )。由

1 2
1 2

t
tm q q qββ β= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，其中 1 2 tq q q< < <� 且均为质数，则可得， 

( ) ( ) ( ) 31 2 1 211 1 1
1 2 1 2 2 31 1 1 2t v

t t vq q q q q q p p pβ α αβ β α α−− − +⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅                  (4.1) 

其中必有 t v≤ ，因为当 t v> 时，方程(4.1)无解。 

4.1. 情况 1 

当 1t = 时， ( ) 31 1 21 1
1 1 2 31 2 v

vq q p p pα αβ α α− +⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ (令 p q≤ ) 
情况 1.1.1：当 1 1β = 时，由 31 21

1 2 31 2 v
vq p p pα αα α+− = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，可得 1m q= ， 1 2 31 1 1 1

1 2 32 1vs s s s
vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + (其

中 0
ivs ≥ )， [ ]1,i t= ，

11 1 1sα = − ，
ivj sα = ， [ ]2,j t= 。 

情况 1.1.2：当 1 2β ≥ 时，由 ( ) 31 1 21 1
1 1 2 31 2 v

vq q p p pα αβ α α− +⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，易知 1 uq p= ， [ ]2,u t∈ ，可得 1
1
bm q= ，

1 2 31 1 1 1
1 2 32 1vs s s s

vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ，
1us (其中

11
1s ≥ − ，且不包含 up 这一素数)，

11 1 1sα = − ，
1jj sα = ， [ ]2,j t=

1 1 1u us bα = + − (
1

0us = )
1us 之后也为 0。 

4.2. 情况 2 

当 2t = 时， ( ) ( ) 31 2 1 21 1 1
1 1 2 1 2 31 1 2 v

vq q q q p p pα αβ β α α− − +⋅ − ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ (令 p q≤ ) 
情况 2.1.1：当 1 1β = 时，由 ( ) ( ) 31 21

1 2 2 31 1 2 v
vq q p p pα αα α+− ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，可得 1 2m q q= ， 

1 2 31 1 1 1
1 2 32 1vs s s s

vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ， 1 2 32 2 2 2
2 2 32 1vs s s s

vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ，
1 21 11 1s sα + −= ，

1 22 2j s sα += ， [ ]2,j t= 。 

情况 2.1.2：当 1 2β ≥ ， 2 1β = 时，有 ( ) ( ) 31 1 21 1
1 1 2 2 31 1 2 v

vq q q p p pα αβ α α− +⋅ − ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，当 1 uq p= 时， [ ]2,u t∈ ，

可得 1
1 2
bm q q= ⋅ ( 1 2b ≥ )， 1 2 31 1 1 1

1 2 32 1vs s s s
vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ， 1 2 32 2 2 2

2 2 32 1vs s s s
vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ，

1 21 11 1s sα + −= ，

1 2jj js sα += ，其中 [ ]2,j t= ，
1 1 1u us bα = + − (

1
0us = )

1us 之后也为 0。 
情况 2.1.3：当 1 2β ≥ ， 2 2β ≥ 时，由 ( ) ( ) 31 2 1 21 1 1

1 1 2 2 2 31 1 2 v
vq q q q p p pα αβ β α α− − +⋅ − ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，易知 

1 21 2,u uq p q p= = ，可得 1 2
1 2
b bm q q= ⋅ ， 1 2 31 1 1 1

1 2 32 1vs s s s
vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ， 1 2 32 2 2 2

2 2 32 1vs s s s
vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ， 

1 21 11 1s sα + −= ，
1 2jj js sα += ， [ ]2,j t= ，

11 1 1u us bα = + − (
1

0us = )
1us 之后也为 0，

22 2 1u us bα = + − (
1

0us = )

2us 之后也为 0。 

4.3. 情况 3 

当 3t ≥ 时， ( ) 31 21 1
2 3

1
1 2i v

t

i i v
i

q q p p pβ α αα α− +

=

⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∏ 。 

情况 3.1.1：当 1 1β = 时，由 ( ) 31 21
2 3

1
1 2 v

t

i v
i

q p p pα αα α+

=

− = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∏ ，可得 1 2 tm q q q= � ， 

1 1 1 1
2 32 1i i i is s s s

i vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ，
1

1
1 1

t

i
i

sα
=

= −∑ ，
1

1

v

j
j

j sα
=

= ∑ ， [ ]2,j t= 。 

情况 2.1.2：当 1 2β ≥ ， 2 3 1tβ β β= = = =� 时，有 ( ) 31 1 21 1
1 1 2 3

1
1 2 v

t

v
i

q q p p pα αβ α α− +

=

⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∏ ，当 1 uq p= 时，
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[ ]2,u t∈ ，可得 1
1 2
b

tm q q q= ⋅ ⋅⋅ ⋅ ( 1 2b ≥ )， 1 1 1 1
2 32 1i i i is s s s

i vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ，
1

1
1 1

t

i
i

sα
=

= −∑ ，
1

1

v

j
j

j sα
=

= ∑ ， [ ]2,j t= ，

1 1 1u us bα = + − (
1

0us = )，
1us 之后也为 0。 

情况 2.1.3：当 1 2β ≥ ， 2 2β ≥ ， 3 4 1tβ β β= = = =� 时，由 ( ) 31 2 1 21 1 1
1 2 1 2 3

1
1 2 v

t

v
i

q q q p p pα αβ β α α− − +

=

⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∏ ，

易知
11 uq p= ，

22 uq p= ，可得 1 2
1 2 3
b b

tm q q q q= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ( 1 22, 2b b≥ ≥ )， 1 1 1 1
2 32 1i i i is s s s

i vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ，
1

1
1 1

t

i
i

sα
=

= −∑ ，

1 2jj js sα += ， [ ]2,j t= ，
11 1 1u us bα = + − (

1
0us = )

1us 之后也为 0。
22 2 1u us bα = + − (

1
0us = )

2us 之后也为 0。 

情况 2.1.4：当 1 2β ≥ ， 2 2β ≥ ， 3 2β ≥ ， 4 5 1tβ β β= = = =� 时，由 

( )3 31 2 1 211 1 1
1 2 3 1 2 3

1
1 2 v

t

v
i

q q q q p p pβ α αβ β α α−− − +

=

⋅ ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∏ ，易知
1 2 31 2 3, ,u u uq p q p q p= = = ，可得 

31 2
1 2 3

bb b
tm q q q q= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ( 1 2 32, 2, 2b b b≥ ≥ ≥ )， 1 1 1 1

2 32 1i i i is s s s
i vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ，

1
1

1 1
t

i
i

sα
=

= −∑ ，
1 2jj js sα += ，

[ ]2,j t= ，
11 1 1u us bα = + − (

1
0us = )，

1us 之后也为 0。
22 2 1u us bα = + − (

1
0us = )，

2us 之后也为 0。 

33 3 1u us bα = + − (
1

0us = )
2us 之后也为 0。 

由此可得，当 2iβ ≥ 时， 31 2
1 2 3

tb bb b
tm q q q q= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 。 

将以上讨论概括为以下两个情况： 
情况 1：t v= ，当 t vq p= ( 1v t= + )时， 1 1 2α β= − ， 1 2q = ， i iα β= ( [ ]2,i v= )，且 2 1ia

iq = + ( 0ia ≥ )。 
情况 2： t v> ，必有 t vq p> ， j jq p= ， [ ]1,j u= ，其中 u v< ，则 1 2, , , 1u u vβ β β+ + =� ，且 

1 1 1 1
2 32 1i i i is s s s

i vq p p p= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ， [ ]1,i u v= + 。 
于是定理 3 得证。 
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