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Abstract 
In this paper, we reformulate the notion of orbifolds and orbifold bundles, and then define the 
connection, with which we construct orbifold chern character. 
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摘  要 

重新描述orbifold和orbifold丛的定义，并且提出了orbifold丛上联络的定义，从而诱导orbifold陈特征

等概念。 
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1. 引言 

Orbifold 最早产生于代数几何领域，带有奇性的簇被视为最早出现的 orbifold。到了上世纪 50 年代，

Satake [1] [2]首次在拓扑学和微分几何领域引入 orbifold 的概念。在微分几何中，orbifold 被视为光滑流形

的推广，当时被称为 V-流形，即是带有奇点的“流形”。类似于光滑流形，orbifold 是一个拓扑空间，

其上加以一个orbifold结构。orbifold结构也是由空间的一个开覆盖构成，每张局部卡为 nR 中的连通开集，

模以一个有限子群得到的商集。orbifold 结构刻画了 orbifold 的局部奇性，但是缺乏局部相容性，所以不

能很好的展现其整体结构。Haefliger [3]利用群胚的语言来表述 orbifold。群胚有良好的整体性，使若干代

数拓扑的概念得以推广到 orbifold 领域中来。由于群胚的语言比较抽象，其几何直观性有所欠缺。 
本文结合局部卡和群胚的语言。重新表述 orbifold 的概念。新的表述保留了 orbifold 结构，再利用群

胚来规范局部卡之间的相容性。这种定义下的 orbifold 可以理解为对群胚的像空间进行加细，从而揉进

了局部卡构成的开覆盖。新的表述既保留了原来局部奇性的刻画，同时也兼顾整体性，使很多微分几何

的概念在 orbifold 领域得以推广。首先，我们重新描述 orbifold 丛，把 orbifold X 上的 orbifold 丛定义为

一个 orbifold E，和一个丛投射 :p E X→ ，使得在局部上，对于 X 的每一张 orbifold 卡 ( ), ,V Gα α απ ，

U V Gα α α= 上的纤维为 ( )nR V Gα α× 。这种描述本质上与 Ruan [4]的 orbifold 丛定义是等价的。 
由于 orbifold 丛新的描述保留了过渡矩阵等语言，我们可以参考微分几何的技巧，通过构造曲率方

阵，在 orbifold 丛上定义联络，使得向量场的微分并不会受到局部奇性的影响。即是对向量场的微分与

局部群的作用可以交换。类似于微分几何，本文还进一步定义了 orbifold 丛的陈特征。 

2. Orbifold 

纸型 

Orbifold 的定义可以用两种语言来描述。一种是局部卡的语言，另一种是群胚的语言。本节先简要介

绍这两种语言，然后结合这两种语言，我们对 orbifold 的定义重新描述。 
局部卡的语言首先是 Satake [1] [2]提出来的，但本节引用了 Ruan [4]的表述方式。 
定义 1.1 [4]：设 X 为一个仿紧的 Hausdorff 拓扑空间， 0n > 。 
1) X 上一个 n 维 orbifold 卡，是指一个三元组 ( ), ,V G π 。其中 V 为 nR 中的连通开子集，G 为 ( )diff V

的有限子群， :V Xπ → 是一个 G 不变的映射，并且诱导同胚 ( )V G V Xπ→ ⊆ 。 
2) 如果光滑嵌入 1 2:V Vλ → 满足 1 2π π λ= � ，则称 λ 为两个 orbifold 卡 ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , , , ,V G V Gπ π 之间的

嵌入。 
3) 对于一族 orbifold 卡 ( ){ }, ,V Gα α α α

πΓ = ，如果 Γ 局部相容，并且 ( ){ }Gα α α
π 覆盖 X，则称

( ){ }, ,V Gα α α α
πΓ = 为 X 的一个 orbifold 卡册。 

4) 对于X的两个orbifold卡册 1 2,Γ Γ ，如果 1Γ 中的每一张orbifold卡都能嵌入到 2Γ 中的某一张orbifold
卡，则称 1Γ 为 2Γ 的一个加细。如果两个 orbifold 卡册有一个共同的加细，则称它们是等价的。 

局部卡定义的局部相容缺乏整体性。为此 Haefliger [3]提出了群胚的语言。群胚是指一个小范畴，其

所有的态射都是等价。 
定义 1.2 [5]：一个群胚 ( )0 1,G GG = 称为李群胚，如果其像空间 0G 和态空间 1G 都是光滑流形，5 个结

构映射都光滑，且满足以下性质： 
1) 源映射 1 0:s G G→ 为淹没映射； 
2) 靶映射 1 0:t G G→ 也为淹没映射； 
3) 复合映射 1 1 1: s tm G G G× → ， ( ): ,gh m g h= ，满足结合律，其中 
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( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1, |s tG G h g G G s h t g× = ∈ × = ； 
4) 单位映射 0 1: , 1xu G G x→ → ，使得对任意 ( ) ( )1 1,h s x g t x− −∈ ∈ ，有 1 , 1x xh h g g= = ； 
5) 逆映射 1

1 1: ,i G G g g −→ � ，使得对任意 1g G∈ ，有 1 1xgg − = 。 
定义 1.3 [5]：设 ( )0 1,G GG = 为一个李群胚，如果 ( ) 1 0 0, :s t G G G→ × 为一个 proper 映射，且 ,s t 都是

局部微分同胚，则称 ( )0 1,G GG = 为一个 orbifold 群胚。 
Orbifold 之间的映射由群胚同态来描述。 
定义 1.4 [5]：设 ( ) ( )0 1 0 1, , ,G G H HG = H = 为李群胚。若 0 0 0 1 1 1: , :G H G Hφ φ→ → 和是光滑映射，并且

与 G 和 H 所有的结构映射都可以交换，则称 ( )0 1,φ φ φ= →:G H为群胚同态。 
定义 1.5 [4]：设 X 为一个仿紧的 Hausdorff 拓扑空间， 0n > 。若赋予 X 一个 orbifold 群胚 ( )0 1,G GG = ，

使得，则 0 1X G G≅ 称 ( ),XΧ = G 为一个 n 维 orbifold。 
群胚的语言比较抽象，并不能很清晰的体现 orbifold 的几何性质。因此，我们结合局部卡和群胚两

种语言，重新描述 orbifold 的定义。 
定义 1.6：设 X 为一个仿紧的 Hausdorff 拓扑空间， 0n > 。X 上的一个 orbifold 结构为一个 
orbifold 卡册 ( ){ }, ,V Gα α α α

πΓ = 和一个 orbifold 群胚 ( )0 1,G GG = ，使得 

0G Vα α=� ， ( ), ,VG V G
α α α απ= ，且 0 1X G G≅ 。 

对于 orbifold 我们记为 ( ), ,X Γ G ，有时简记为 ( ),X G 。 

3. Orbifold 丛和的 Rham 上同调 

Orbifold 丛最早是由 Satake [1] [2]提出来的。其定义的缺陷，就是丛的不再是丛。为此，Ruan [4]用
群胚语言定义了 orbifold 的概念。 

定义 2.1 [4]：设 ( )0 1,G GG = 为一个 orbifold 群胚， 0 0:p E G→ 为平常的纤维从，若存在 1G 对 0E 的作

用
01 0 0: GG E Eµ × → ，使得 1G 作用在每个纤维上都是线性的，则称 0E 为 orbifold ( )0 1 ,G G G 上的一个

orbifold 丛。 
为了定义 orbifold 丛上联络的概念，我们利用定义 1.6 的语言，重新描述 orbifold 丛的定义。 
定义 2.2：设 ( ),X G 和 ( ),E H 为两个 orbifold， ( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 1, : , ,p p H H G G→ 为群胚同态。若以下条件

成立， 
1) 

00 0 1 1 1 0,n n
GH G R H G R G H≅ × ≅ × ≅ × ， 

2) 1G 在 0H 的每个纤维上的作用都是线性的， 
则称 ( ),E H 为 ( ),X G 上的一个 orbifold 丛， ( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 1, : , ,p p H H G G→ 为丛投射。 
定义 2.2 与定义 2.1 本质上是等价的。若 0E 是定义 2.1 中的 orbifold 丛。令

01 1 0GH G E= × ，则

( )0 1,H HH = 是一个 orbifold 群胚，并且 ( )0 1 ,H H H 是定义 2.2 中的 orbifold 丛。反之，若 ( ),E H 是定义 3。
2 中的 orbifold 丛。令 0 0E H= 即可的定义 2.1。 

注 2.3：把定义 2.2 中的 nR 换成 nC ，我们可以得到 orbifold 复丛的定义。 
设 ( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 1, : , ,p p H H G G→ 为一个 orbifold 复丛投射。对任意 1g G∈ ，g 在纤维上的作用相当于乘

上一个方阵。因此，我们得到一个映射， 

( )1: ,G GL n Cφ → 。 
显然，φ 满足 cocycle 条件，即是对任意 1 2 1,g g G∈ 有 ( ) ( ) ( )1 2 1 2g g g gφ φ φ= 。称φ 为纤维丛 ( ),E H 的

过渡函数。我们有以下性质。 
定理 2.4：( ),X G 上所有n维orbifold丛构成的集合与所有满足n维 cocycle条件过渡函数构成的集合，

即 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 1 2 1 2 1: , | , ,G GL n C g g g g g g Gφ φ φ φ→ = ∈任意对  

之间存在一一对应。 
证明：由前面的分析知道每个 orbifold 丛对应着一个过渡函数。 
反之，设 ( )1: ,G GL n Cφ → 满足 cocycle 条件。令 

00 0 1 1 1 0, .n n
GH G R H G R G H≅ × ≅ × ≅ ×  

定义结构映射 

( ) ( )( )
1 0:

, ,
s H H

g v s g v
→

� ， ( ) ( ) ( )( )
1 0:

, ,
t H H

g v t g g vφ
→

�  

和投射 
( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 1, : , , ,p p H H G G→  

其中 

( )
0 0 0:

,
p H G

x v x
→
� ， ( )

1 1 1:
,

p H G
g v g

→
�  

则 ( )0 1,H HH = 是一个 orbifold 群胚，并且 ( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 1, : , ,p p H H G G→
 

是一个从 ( )0 1 ,H H H 到 ( ),X G 的丛投射。 
对于 orbifold ( ),X G ，定义 ( ),X G 上的 de Rham 复型为 

( ) ( ){ }0 |p pA G s tω ω ω∗ ∗= ∈Ω =G  

由[ALR]知， ( ) ( )1p pdA A +⊆G G 。定义 ( ),X G 上的 de Rham 上同调为 

( ) ( )( )1 , .pH H A d∗ ∗ +⊆G G  

4. 联络 

首先介绍单位分解。 
定义 3.1：设 ( ),X G 为 orbifold，{ }i i

ρ 为 X 上一族非负函数。若以下条件成立， 
1) 对任意 i， 0 1iρ≤ ≤ ， sup ippρ 紧并且存在α ，使得 ( )sup ipp Vα αρ π⊆ 。 
2) 对任意 p X∈ ， ( )ii pρ∑ 是一个有限和。 
3) 1ii ρ ≡∑ 。 
4) 对任意 i， i αρ π� 为Vα 上光滑函数。 
则称为{ }i i

ρ 为 X 上一个从属于 G 的单位分解。 
利用微分几何的方法，容易验证任何 orbifold 上都有单位分解。 
下面定义 orbifold 丛上的联络，并且证明所有 orbifold 丛都有联络。 
定义 3.2：设 ( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 1, : , ,p p H H G G→ 为从 ( ),E H 到 ( ),X G 的丛投射。 ( ),E H 上的联络定义为丛

0 0 0:p H G→ 上的平常联络 ( ) ( )0 0 0:D H T G H∗Γ → Γ ⊗ ，使得对任意 

( )1 2 0, Hσ σ ∈Γ ，若 1 2s tσ σ∗ ∗= ，则有 1 2s D t Dσ σ∗ ∗= 。 
对于的 0G 每一个分支Vα ，取丛 0 VH

α
的一个基底 Sα 。 Aβ

α 为过渡矩阵，即 S A Sβ
α α β= 。{ }i i

ρ 为 X 上

一个从属于 G 的单位分解。构造联络方阵 

( ) ( ) ( ) 111 .i
i

t s dA A
G

α α
α β β β

β

ω ρ π
∗ −−= ∑ � �  
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其中， ( )sup ipp Vβ βρ π⊆ 。令 ( ) ( )0 0 0:D H T G H∗Γ → Γ ⊗ 为 

,DS Sα α αω= ⊗  

可以验证联络方阵满足 

( ) ( )1 1
,A s A dA A tβ β β β

α α α α α βω ω
− −∗ ∗+ =                                (3.1) 

则 D 为 orbifold 丛 ( ),E H 上的一个联络。 
下面利用联络 D 构造陈特征。考虑曲率矩阵 

.dα α α αω ω ωΩ = − ⊗  

由(3.1)知 A s t Aβ β
α α β α

∗ ∗Ω = Ω 。即是 ( ) 1
A s A tβ β
α α α β

−∗ ∗Ω = Ω 。类似于光滑的情形，对任意α ，我们可以

构造 

( ) 1 .
2π

i

ib trα α

 −
Ω = Ω  

 
 

并且 ( ) ( )i is b t bα β
∗ ∗Ω = Ω 。构造 ( )ib Ω ，使得 ( ) ( )i iV

b b
α

αΩ = Ω 。于是， ( ) ( )p
ib AΩ ∈ G 。称 ( )ib Ω 为

丛 ( ),E H 的第 i 个 chern 特征。 
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