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Abstract 
Two equivalent conditions of radical class are given, and two kinds of algebras of λ-algebra and 
regular algebra in normal class of pointwise complete algebra are defined. It is proved that class λ 
of λ-algebra and class ν of regular algebras are all radical classes. 
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摘  要 

给出了根类的判别的2组等价条件，定义了点态化完备代数正规类中的λ-代数与正则代数2类代数，并证

明了λ-代数类λ与正则代数类ν都是根类。 
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1. 引言 

环及其它代数系统根理论的统一研究促使一般代数正规类根理论的建立[1]-[15]，为了能在一般代数

正规类中进一步统一的研究根性质，文献[16]-[23]分别引入了可积代数正规类、完备代数正规类，对特殊

根等进行了研究，并对一类特殊的半环——大半环(可做单侧减法的半环)建立了相应的根理论；文献[24] 
[25]对完备代数正规类进行了点态化，研究了点态化完备代数正规类中的亚直既约代数类确定的上根——

反单根、遗传幂等根、补根、对偶根、子幂等根、诣零根的结构性质。 
本文在文献[24] [25]建立的点态化完备代数正规类概念基础上，进一步加强了点态化完备代数正规类

的公理，给出了根类的判别的 2 组等价条件，研究了点态化完备代数正规类中的 λ-根和正则根性质。 

2. 预备知识及基本引理 

点态化完备代数正规类的相关概念及性质参见文献[24] [25]。 
定义 2.1 [12]：A 是一个代数类， R ⊆ A ，如果 R 满足： 
a) a∀ ∈A ， i a ，如果 a∈R，则 / Ra i∈  (即 R 商闭)； 
b) a∀ ∈A ，a 有一个最大的 R-理想(记为 R(a))，称 a 的 R-根； 
c) a∀ ∈A ，有 R( / R( )) 0a a = 。 

则称 R 为 A 中的一个根类，简称根。 
定义 2.2 [12]：A 是一个代数类，R ⊆ A 是一个根类，A 中代数类 { }PR | R( ) 0a a= = 称为 R 的

半单类，PR 中元素称为 R-半单代数。 
引理 2.3 [15]：A 是一个完备代数正规类，则： 
1) 如果 ,i j a ，则 ij i j∧≤ ，特别 ii i≤ ； 
2) 如果 ,i j a ，则 ij a ； 
3) n 是正整数，如果 1 2, , , ni i i a  ，则 1 2 ni i i a  。 
引理 2.4 [13] [14]： A 是一个完备代数正规类，R 为 A 中的一个根类， a∈A ， i a 。如果

/ PRa i∈ ，则 R( )a i≤ 。 
引理 2.5 [15]：A 是一个完备代数正规类，K 为 A 的一个子类，K 中每个代数的理想都在 K 中(即

K对理想封闭)。则 { }R | ,0 / Ka A i a a i= ∈ ∀ ≠ ∉ 是一个根类(称由K确定的上根，记为UK)，且 K PR⊆ 。

进一步有：如果 1R 是一个根类，且 1K PR⊆ ，则 1R R⊆ ，记为根类 1R R≤ 。 
引理 2.6 [15]：A 是一个完备代数正规类， a∀ ∈A ，i a ，k i ，k 是 a 的包含 k 的最小理想。

则 k k ak ka aka= ∨ ∨ ∨ ，且 3k k≤ 。 
引理 2.7 [24] [25]：设 a∈A 是一个非零代数， : ( )s

a a aL P Sφ → 是完备代数正规类中 s
aL 到 ( )aP S 的映

射。则 , s
ai j L∀ ∈ 有： 

i j≤ 当且仅当 ( ) ( )a ai jφ φ⊆ 。 
引理 2.8 [24] [25]：设 a∈A 是一个非零代数， : ( )s

a a aL P Sφ → 是完备代数正规类中 s
aL 到 ( )aP S 的映

射， 0 at S≠ ∈ ， aA S∅ ≠ ⊆ 。则： 
1) 存在 a 的一个最大的理想 ti ，使得 ( )a tt iφ∉ ； 
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2) 分别存在 a 的一个最小的在 aφ 下的像包含 t 的子代数 t〈 〉、右理想 )t〈 、左理想 (t〉、理想 ( )t ，且 

{ }| ( )s
a at b L t bφ〈 〉 = ∧ ∈ ∈ ， { }) | ( )r

a at b L t bφ〈 = ∧ ∈ ∈ ， 

{ }( | ( )l
a at b L t bφ〉 = ∧ ∈ ∈ ， { }( ) | ( )a at b L t bφ= ∧ ∈ ∈ ， 

分别称 t 生成的主子代数 t〈 〉、主右理想 )t〈 、主左理想 (t〉及主理想 ( )t ； 
3) 分别存在 a 的一个最小的 aφ 下的像包含 A 的子代数 A〈 〉 、右理想 )A〈 、左理想 (A〉 、理想 ( )A ，且 

{ }| ( )s
a aA b L A bφ〈 〉 = ∧ ∈ ∈ ， { }) | ( )r

a aA b L A bφ〈 = ∧ ∈ ⊆ ， 

{ }( | ( )l
a aA b L A bφ〉 = ∧ ∈ ∈ ， { }( ) | ( )a at b L A bφ= ∧ ∈ ∈ ， 

分别称 A 生成的子代数 A〈 〉 、右理想 )A〈 、左理想 (A〉 及理想 ( )A ； 
4) s

ai L∀ ∈ ， { }| ( )ai t t iφ= ∨ 〈 〉 ∈ ； r
ai L∀ ∈ ， { }) | ( )ai t t iφ= ∨ 〈 ∈ ； l

ai L∀ ∈ ， { }( | ( )ai t t iφ= ∨ 〉 ∈ ； ai L∀ ∈ ，

{ }( ) | ( )ai t t iφ= ∨ ∈ ； 

5) ,a ai L t S∀ ∈ ∈ ，则 i t t∧ 〈 〉 = 〈 〉当且仅当 ( )at iφ∈ 。 
注 1 引理 2.8 中性质(5)在文献[24] [25]中由于笔误写成了“ i t t∨ 〈 〉 = 〈 〉当且仅当 ( )at iφ∈ ”。 
根类的判别经常可用以下 2 组条件。 
定理 2.9: A 是一个代数类， R ⊆ A ，R 为 A 中的一个根类⇔ R 满足以下 3 个条件： 
a) a∀ ∈A ， i a ，如果 Ra∈ ，则 / Ra i∈  (即 R 商闭)； 
b) a∀ ∈A ，a 有一个最大的 R-理想(记为 R(a))； 
c ) a∀ ∈A ， i a ，如果 , / Ri a i∈ ，则有 Ra∈  (称 R 扩张闭)。 
证明 “⇒”此处只需证明由条件(a)，(b)，(c)可推出条件( c )。 a∀ ∈A ，i a ，, / Ri a i∈ ，如果 Ra∉ ，

则由条件(b)，(c)有 (R( / R ) 0)aa = ， )/ R( 0a a ≠ 。又由条件(b)有 R( )i a≤ ，所以 ( ) ~ ( ) / ( ( )/ / / )R Ra a ia a i ，

由 R/a i∈ 及性质(a)有 )/ R( Ra a ∈ ，即R( / R ) R) )/( (a aa a= ，矛盾。所以 Ra∈ ，即条件( c )成立； 
“⇐”此处只需证明由条件(a)，(b)，( c )可推出条件(c)。 a∀ ∈A ，有 R( / R ) R) )/( (a ia a= ，i a ，

R( )i a≥ ，则由条件( c )及 i/R(a)， R( R)a ∈ 有 Ri∈ ，即 i 是 a 的 R-理想，由条件(b)有 R( )i a≤ ，所以

R( / R )) ( )R 0( /a ia a= = ，即条件(c)成立。证毕。 
定理 2.10：A 是一个代数类， R ⊆ A ，R 为 A 中的一个根类⇔ R 满足以下 3 个条件： 
a) a∀ ∈A ， i a ，如果 Ra∈ ，则 / Ra i∈  (即 R 商闭)； 
b ) a∀ ∈A ，如果 1 2i i iµ  是 a 的 R-理想升链(即 , Riµµ∀ ∈ )，则理想 Riµµ

∨ ∈  (称 R 有

归纳性质)； 
c ) a∀ ∈A ， i a ，如果 , / Ri a i∈ ，则有 Ra∈  (称 R 扩张闭)。 
证明 “⇒”此处只需证明由条件(a)，(b)，( c )可推出条件( b )。 a∀ ∈A ，由条件(a)，(b)，(c)有 

{ }( ) |R , Ra i i a iµ µ µµ
= ∨ ∈ 。如果 1 2i i iµ  是 a 的 R- 理想升链，取 b i aµ= ∨  ，从而

1 2i i iµ  是 b 的 R-理想升链，则 { }( ) | , RR b j j b j i bν ν ν µν µ
= ∨ ∈ ≥ ∨ = ，即 Rb iµ= ∨ ∈ ，故条件

( b )成立； 
“⇐”此处只需证明由条件(a)，( b )，( c )可推出条件(b)。 a∀ ∈A ，由条件( b )及 Zorn 引理 a 有

极大 R-理想 b。对 a 的任意 R-理想 k，考虑 ( ) / ~ / ( ) Rb k k b b k∨ ∧ ∈ ， Rk ∈ ，从而由条件( c )有 Rb k∨ ∈ ， 

由 b 的极大性有 b k b∨ = ，所以 { }| , Ri ab i iµ µ µµ
= ∨ ∈ 是 a 的最大 R-理想，即条件(b)成立。证毕。 
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3. 点态化完备代数正规类 

A 是一个完备代数正规类， : ( )s
a a aL P Sφ → 是完备代数正规类中 s

aL 到 ( )aP S 的映射[24] [25]。 
则有： 
引理 3.1: 设 0 是A 的零代数，则 s

as L∀ ∈ ，有 0 0 0s s= = 。  
证明 s

as L∀ ∈ ， 0 aL∈ ，有 0 , 0 0a a ≤ ，故 0 , 0 0s s ≤ ，所以 0 0 0s s= = 。证毕。 
引理 3.2: 设 a∈A ， 0 s

aL∈ 是 a 的零子代数， s
as L∈ 是 a 的任意子代数，单点集 { }0(0) 0a Sφ ′= = ，

则： 
1) 0 ( )a sφ′∈ ， ( )a s sφ〈 〉 = ； 
2) 0 0 ) (0 (0 ) 0′ ′ ′ ′〈 〉 = 〈 = 〉 = = 。 
今后都记为 0 ( )a sφ∈ ， 0 0) (0 (0) 0〈 〉 = 〈 = 〉 = = 。 
证 明  1) { }0(0) 0a Sφ ′= = ， 0 s≤ ， 所 以 { }0 (0) ( )a a sφ φ′ = ⊆ ， 即 0 ( )a sφ′∈ 。 0 s≤ ， 所 以

{ }0 (0) ( )a a sφ φ′ = ⊆ ，即 0 ( )a sφ′∈ ； 
2 )此处只需证明 0 0′〈 〉 = 。因为 { }0(0) 0a Sφ ′= = ，即 0 是 a 的使得 0 (0)aφ′∈ 一个子代数，故 

{ }0 0 | 0 ( )s
a as L sφ′ ′= 〈 〉 = ∧ ∈ ∈ 。证毕。 

引理 3.3: 设 a∈A ， ax S∈ ，则 0x〈 〉 = 当且仅当 0x = 。 
证明 由引理 3.2，此处只需证明 0x〈 〉 = 时有 0x = 。如果 0x ≠ ，说明 ( )a xφ 〈 〉 有 2 个以上元素，从而

不是单点集，因此 0x〈 〉 ≠ ，矛盾。所以 0x = 。证毕。 
在 aφ 定义中取 { },ax S A x∈ = ，有： 
引理 3.4: 设 a∈A ， i a∀  ，满射 /:i iS Sα αγ → 是完备代数正规类中定义的映射[24] [25]， ax S∈ ，

则 ( ) ( ) /i x x i iγ〈 〉 = 〈 〉 ∨ 。 
引理 3.5: 设 a∈A ， i a∀  ， s a≤ ，则 ( ( )) ( ) /i a s s i iγ φ = ∨ 。 
证明 由 aφ 定义条件(4)，有 ( ( )) ( ( ) ) / ( ) /i a as s i i s i iγ φ φ= 〈 〉 ∨ = ∨ 。证毕。 
设 A 是一个完备代数正规类， a∀ ∈A ，非空集 aS 和一个单射 : ( )s

a a aL P Sφ → 如前定义。如果对

正整数 n， ax S∀ ∈ ，存在一个 n
sy x⊆ 〈 〉 ， , ,r l ay y y S∈ ，使得 1n

s sx x y y x+〈 〉 = 〈 〉〈 〉 = 〈 〉〈 〉， ) ( )n
rx y〈 = ，

( ( )n
lx y〉 = ， ( )nx y〈 〉 = ；对正整数 n， aS 的非空有限子集或可数子集 A，存在有限子集 n

sA A′ ⊆ 〈 〉 ，

, ,r l aA A A S′ ′ ′ ⊆ ，使得 1n
s sA A A A A+ ′ ′〈 〉 = 〈 〉〈 〉 = 〈 〉〈 〉， ) )n

rA A′〈 = 〈 ， ( (n
lA A′〉 = 〉 ， ( ) ( )nA A′= ，则称 A 是一

个点态化完备代数正规类。 ax S∀ ∈ ，称 x 是 a 的一个点。 
设 S 是一个非空集，S 上的点乘积定义为 S 上一个满足以下条件的二元运算' ⋅ '： 
1) ,x y S∀ ∈ ，都有 x y S⋅ ∈  ( x y⋅ 记为 xy)； 
2) , ,x y z S∀ ∈ ，有 ( ) ( )xy z x yz=  (记为 xyz)； 
3) 存在唯一的单点 0 S′∈  ( 0′也记为 0)，满足： x S∀ ∈ ，有 0 0 0x x= = 。 
S 是一个带乘积的集合， ,A B S⊆ ，则定义： { }| ,AB xy x A y B= ∈ ∈ 。 
为了更方便的刻画幂零性，对带点乘积的点态化完备代数正规类进行一点加强： 
定义 3.6: 设A 是一个点态化完备代数正规类，如果 A 满足点乘积公理： 
A9 (点乘积公理). a∀ ∈A ， aS 是一个带乘积的集合。 
且 , ax y S∀ ∈ ，i a ， 1 2, , , ks s s a≤ ，正整数 n， ( ) ( ) ( )a a ax y x yφ φ φ〈 〉〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ， n nx x〈 〉 ≤ 〈 〉， i a∀  ，

对满射 /:i iS Sα αγ → ，满足 ( ) ( ) ( )i i ixy x yγ γ γ= ，且 1 2( )a kx s s sφ∈ ∨ ∨ ∨ ，则存在 ( )i a ix sφ∈  ( 1, 2, ,i k=  )，
使得 

1 2( )a kx x x xφ∈ 〈 〉 ∨ 〈 〉 ∨ ∨ 〈 〉 ， 
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1 1 1( )i a i i kx x x x x xφ − +∈ 〈 〉 ∨ 〈 〉 ∨ ∨ 〈 〉 ∨ 〈 〉 ∨ ∨ 〈 〉  ， 1,2, ,i k=  。 

则称 A 是一个带点乘积的点态化完备代数正规类，简称点态化完备代数正规类。 
注 2 本文对点态化完备代数正规类乘积性质相对文献[24] [25]进行了一些加强。 
文中后面所称点态化完备代数正规类都是指带点乘积的点态化完备代数正规类。 
根据点态化完备代数正规类定义可知，点态化完备代数正规类是完备代数正规类及可积代数正规类，

从而参考文献中关于完备代数正规类及可积代数正规类的结论在点态化完备代数正规类中都成立。从而

结合环类 R 和大半环类 SB 都是点态化完备代数正规类。 
引理 3.7: 设 a∈A ， , ax y S∈ 。 
1) ( )axy x yφ∈ 〈 〉〈 〉 ，从而 , ,s a x y S∀ ≤ ∈ ，有 ( )axy sφ∈ ； 
2) n 是正整数，则 ( )n n

ax xφ∈ 〈 〉 ， n nx x〈 〉 = 〈 〉； 
3) x 是幂零元当且仅当存在正整数 n，使得 0nx = 。 
证明 1) 因为 ( ), ( )a ax x y yφ φ∈ 〈 〉 ∈ 〈 〉 ，所以 ( ) ( ) ( )a a axy x y x yφ φ φ∈ 〈 〉 〈 〉 = 〈 〉〈 〉 ； 
2) n = 1 时有 ( )ax xφ∈ 〈 〉 ， x x〈 〉 = 〈 〉；n = 2 时有 2 2( ) ( )a ax xx x x xφ φ= ∈ 〈 〉〈 〉 = 〈 〉 ，所以 2 2x x〈 〉 ≤ 〈 〉 ；又因

为 2 2x x〈 〉 ≤ 〈 〉，所以 2 2x x〈 〉 = 〈 〉。即 n = 1，2 时结论成立。 
设 1n k= − 时 1 1( )k k

ax xφ− −∈ 〈 〉 ， 1 1k kx x− −〈 〉 = 〈 〉结论成立，则 n=k 时有 
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k

a a a a ax x x x x x x x x xφ φ φ φ φ− − − −= ∈ 〈 〉〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 = 〈 〉 ， 

从而 k kx x〈 〉 ≤ 〈 〉 ；又因为 k kx x〈 〉 ≤ 〈 〉，所以 k kx x〈 〉 = 〈 〉。即 n = k 时结论(2)成立。 
根据数学归纳法，(2)中结论对所有正整数 n 成立。 

3) x 是幂零元，则存在正整数 n，使得 0nx〈 〉 = ，即 0nx〈 〉 = ，从而 0nx = 。 
若存在正整数 n，使得 0nx = ，则 0 0n nx x〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = ，即 x 是幂零元。证毕。 

4. 点态化完备代数正规类中的 λ-根与正则根 

A 是一个点态化完备代数正规类。 
定义 4.1: a∈A ， ax S∀ ∈ ，设 { | , }aaxa yxz y z S= 〈 ∈ 〉， { | }axax xyx y S= 〈 ∈ 〉 。 
1) ax S∈ ，如果有 x axa〈 〉 ≤ ，则称 x 是 a 的一个 λ-元素； 
2) 如果 ax S∀ ∈ ，x 是 a 的 λ-元素，则称 a 是一个 λ-代数； 
3) ax S∈ ，如果有 x xax〈 〉 ≤ ，则称 x 是 a 的一个正则元素； 
4) 如果 ax S∀ ∈ ，x 是 a 的正则元素，则称 a 是一个正则代数。 
记所有 λ-代数的类为 λ，记所有正则代数的类为 ν。 
定理 4.1: λ-代数类 λ是一个根类。 
证明：1) 设 a λ∈ ，i a ， /a ix S∀ ∈ ，对满射 /:i iS Sα αγ → ，存在 ay S∈ ， ( )ix yγ= 。由 a λ∈ ，有 y aya〈 〉 ≤ ，

所以 ( ) ( ) / ( ) / ( / )(( ) / )( / ) ( / ) ( ) ( / ) ( / ) ( / )i ix y y i i aya i i a i y i i a i a i y a i a i x a iγ γ〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 ∨ ≤ ∨ = 〈 〉 ∨ = 〈 〉 = 〈 〉 ，从

而 x 是 a/i 的 λ-元素，a/i 是 λ-代数，代数类 λ对商闭。 
2) a∀ ∈A ，如果 1 2i i iµ  是 a 的 λ-理想升链， ( ) ( )a ax i iµ µφ φ∀ ∈ ∨ =  ，故存在 μ，使得

( )ax iµφ∈ ，因此 ( ) ( )x i xi i x iµ µ µ µ〈 〉 ≤ ≤ ∨ ∨ ，即 iµ∨ 是 λ-代数，代数类 λ有归纳性质。  
3) a∀ ∈A ，i a ，如果 , /i a i λ∈ 。 ax S∀ ∈ ， ( ) ( ) / ( / )(( ) / )( / ) ( ) /i x x i i a i x i i a i axa i iγ〈 〉 = 〈 〉 ∨ ≤ 〈 〉 ∨ = ∨ ，

因此 x axa i〈 〉 ≤ ∨ ，所以有 1 2( ), ( )a ax axa x iφ φ∈ ∈ ，使得 1 2x x x〈 〉 ≤ 〈 〉 ∨ 〈 〉 ， 2 1x x x〈 〉 ≤ 〈 〉 ∨ 〈 〉 。因为 i λ∈ ，

2 ( )ax iφ∈ ，所以 2x ixi axa〈 〉 ≤ ≤ ，故 1 2x x x axa axa axa〈 〉 ≤ 〈 〉 ∨ 〈 〉 ≤ ∨ = ，即 a λ∈ ，代数类 λ扩张闭。 
根据定理 2.10，代数类 λ是一个根类。证毕。 
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λ-代数类确定的根类 λ称 λ-根。 
定理 4.2：正则代数类 ν是一个根类。 
证明：1) 设 a ν∈ ，i a ， /a ix S∀ ∈ ，对满射 /:i iS Sα αγ → ，存在 ay S∈ ， ( )ix yγ= 。由 a ν∈ ，有 y aya〈 〉 ≤ ，

所以 ( ) ( ) / ( ) / (( ) / )( / )(( ) / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )i i ix y y i i yay i i y i i a i y i i y a i y x a i xγ γ γ〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 ∨ ≤ ∨ = 〈 〉 ∨ 〈 〉 ∨ = 〈 〉 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 ，

从而 x 是 a/i 的正则元素，a/i 是正则代数，代数类 ν对商闭。 
2) a∀ ∈A ，如果 1 2i i iµ  是 a 的 ν-理想升链， ( ) ( )a ax i iµ µφ φ∀ ∈ ∨ =  ，故存在 μ，使得

( )ax iµφ∈ ，因此 ( )x xi x x i xµ µ〈 〉 ≤ ≤ ∨ ，即 iµ∨ 是正则代数，代数类 ν有归纳性质。 
3) a∀ ∈A ， i a ，如果 , /i a i ν∈ 。 ax S∀ ∈ ， ( ) ( ) / (( ) / )( / )(( ) / )i x x i i x i i a i x i iγ〈 〉 = 〈 〉 ∨ ≤ 〈 〉 ∨ 〈 〉 ∨ =

( ) /xax i i∨ ，因此 x xax i〈 〉 ≤ ∨ ，所以有 1 2( ), ( )a ax xax x iφ φ∈ ∈ ，使得 1 2x x x〈 〉 ≤ 〈 〉 ∨ 〈 〉， 2 1x x x〈 〉 ≤ 〈 〉 ∨ 〈 〉。因

为 i ν∈ ， 2 ( )ax iφ∈ ，所以 2x xix xax〈 〉 ≤ ≤ ，故 1 2x x x xax xax xax〈 〉 ≤ 〈 〉 ∨ 〈 〉 ≤ ∨ = ，即 a ν∈ ，代数类 ν 扩张

闭。 
根据定理 2.10，代数类 ν是一个根类。证毕。 
正则代数类确定的根类 ν称正则根。 

5. 小结 

本文给出了根类的判别的 2 组等价条件，定义了 λ-代数与正则代数 2 类代数，并证明了 λ-代数类 λ与
正则代数类 ν都是根类。 
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