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Abstract 

In this paper, we concern the action of the Bessel potentials on ( )p nL R
 space with p0 1< < . By 

the method of contradiction, we prove that for any r 0> , the Bessel potential cannot be a 
bounded linear operator from ( )p nL R  to ( )r nL R , and obtain other related results. 
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摘  要 

本文对Bessel位势在线性空间 ( )( )p nL pR 0 1< < 上的作用进行了研究。利用反证法证明了对任意的 r 0> ，

任一Bessel位势都不可能是 ( )p nL R 到 ( )r nL R 上的有界线性算子，并得到了其他相关的结论。 
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1. 引言 

在非线性偏微分方程问题，特别是大初值问题中，最难处理的项往往是非线性项。因此如何得到关

于非线性项的良好估计就成为一个不可避免的重要问题。在处理非线性项的过程中，我们经常会运用各

种 Sobolev 嵌入定理以及不等式，其中一个常用不等式是 Hölder 不等式[1]： 

( ) ( ) ( ) ,r p qL L Luv u v
Ω Ω Ω
≤                                    (1) 

其中 

1 1 1, , 0, ,p q r
r p q

> = +                                      (2) 

RnΩ ⊂ 是一区域。值得指出的是，只要 , ,p q r 满足(2)式，则(1)式对任意的 ( )pu L∈ Ω 和 ( )qv L∈ Ω 都

成立。特别地，当 ( )pu L∈ Ω , ( )qv L∈ Ω 且 

1 1, 0, 1p q
p q

> + >                                        (3) 

时，有 ( )
pq

p quv L +∈ Ω 。此时由于 0 1pq
p q

< <
+

，空间 ( )
pq

p qL + Ω 并不在我们通常所考虑的空间之列，因为在 

这类空间中，很多不等式，如 Minkowski 不等式，不再成立[1]。由此引出一个问题，即当 ( )pu L∈ Ω ,

( )qv L∈ Ω 且满足(3)式时，能否找到算子 A 以及常数 1r ≥ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )( ),p qr L LL
A uv C u v

Ω ΩΩ
≤ ?                           (P) 

换言之，能否找到算子 A，使得 A(uv)具有相比于 uv 而言更高的正则性？这是一个很宽泛的问题。为了

便于讨论，本文仅考虑 RnΩ = 的情形，并且只对一类算子——Bessel 位势进行研究。 

Bessel 位势是形如 

( ) 21 , 0α α−− ∆ >  

的拟微分算子，其核函数为 

( ) ( )
( )21 2| |

4 22
0

4 e d .
2

nxn s
sK x s s

α

α
α − − +

− −∞−  = π Γ 
  ∫                      (4) 

该核函数的 Fourier 变换为 

( ) ( ) 2ˆ 1 .K
α

α ξ ξ
−

= +  
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从而对任意 ( ) ( )0 Rnx Cϕ ∞∈ ，都有 

( ) ( ) ( ) ( )2

R
1 d .nx K x y y yα

αϕ ϕ−− ∆ = −∫                        (5) 

这部分内容可参见[2]的第五章第 3.1 节。Bessel 位势具有很好的正则效应。事实上，我们有下面这个性

质。 

性质 1.1 对 1, Np k∀ ≥ ∈ ，若
11n k
p

α
 

> − + 
 

，则 

( )
( ) ( ) ( )1,

2 1
RR

1 , R .nk p n

n
LW

u C u u Lα−− ∆ ≤ ∀ ∈                    (6) 

性质 1.1 意味着当α 足够大时， ( ) 21 uα−− ∆ 具有比 u 更高的正则性。这促使我们去考虑问题(P)在算

子 A 是 Bessel 位势时的情形。具体而言，我们考虑下述问题，即当 ( ) ( )R , Rp n q nu L v L∈ ∈ 且 ,p q 满足(3) 

式时(此时 ( )R
pq

np quv L +∈ 且 0 1pq
p q

< <
+

)，能否找到 0, 1rα > ≥ ，使得 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
0 R RR

1 ,p n q nr n L LL
uv C u vα−  − ∆ ≤  

 
                    (7) 

成立？ 

以上就是本文对 Bessel 位势在线性空间 ( )( )R 0 1p nL p< < 上的作用进行研究的具体原因。通过一些

构造性的证明，本文从反面给出了上述问题的否定回答。 

记号 在以下叙述中，我们简记 

( ) ( )
1

R
d , R .n

p p np
pu u x u L= ∀ ∈∫  

主要结论如下。 

定理 1.1 设 0 1p< < ，则对任意 0, 0rα > > ，都不存在连续函数 ( )0C ⋅ ，使得 

( ) ( ) ( )2
01 , R , 0.p n

pr
u C u u L uα−− ∆ ≤ ∀ ∈ ≥                       (8) 

定理 1.2 设 1 20 1p p< < < ，则对任意 0, 0rα > > ，都不存在连续函数 ( )0 ,C ⋅ ⋅ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2

2
01 , , R R , 0.p pn n

p pr
u C u u u L L uα−− ∆ ≤ ∀ ∈ ≥∩               (9) 

定理 1.3 设 , 0p q > 且
1 1 1
p q
+ > ，则对任意 0, 0rα > > ，都不存在连续函数 ( )0 ,C ⋅ ⋅ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
01 , , R , R .p n q n

p qr
uv C u v u L v Lα−− ∆ ≤ ∀ ∈ ∈               (10) 

定理 1.4 设 0,0q pγ> < < 且
1 1 1
p q
+ > ，则对任意 0, 0rα > > ，都不存在连续函数 ( )0 , ,C ⋅ ⋅ ⋅ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
01 , , , R R , R .n p n q n

p qr
uv C u u v u L L v Lα γ

γ

−− ∆ ≤ ∀ ∈ ∀ ∈∩           (11) 

注：为保证定理中的 ( ) 21 uα−− ∆ 和 ( ) ( )21 uvα−− ∆ 有意义，可以限制 ,u v 都是速降函数。事实上，在

定理证明过程中所构造的函数都是速降函数。 

上述结论给出了问题(7)的否定回答。从定理 1.1 可以看出，当 0 1p< < 时，对任意 0, 0rα > > ，Bessel
位势 ( ) 21 α−− ∆ 都不可能是 ( )Rp nL 到 ( )Rr nL 上的有界线性算子。这一点与性质 1.1 是大不相同的，反映
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出 ( )( )R 0 1p nL p< < 空间与 ( )( )R 1p nL p ≥ 空间具有本质上的区别。定理 1.3 则说明当 ( )R ,p nu L∈   

( )Rq nv L∈ 且
1 1 1
p q
+ > 时，(7)式不可能成立，从而给出了问题的否定回答。定理 1.2 和定理 1.4 则说明， 

即使对函数 u 再加以其他空间上的限制，只要空间的正则性指标不够，我们仍得不到 ( ) 21
r

uα−− ∆ 或

( ) ( )21
r

uvα−− ∆ 的有界性估计。 
需要注意的是，本文的结果仅仅是给出了问题(7)的否定回答，至于一般问题(P)，算子 A 是否存在尚

未可知，因此该问题还需作进一步的研究。 
上述定理以及性质 1.1 的证明将在第 2 节给出。 

2. 定理的证明 

定理 1.1 的证明：对任意 ( )0,1λ ∈ ，令 

( ) ( )
2

424 e .
xn
ppu x λ

λ λ
−−= π  

显然 

0, 1.pu uλ λ≥ =  

下面用反证法完成证明。假设存在 0, 0rα > > 以及连续函数 ( )0C ⋅ ，使得(8)式成立，则必有 

( ) ( )2
01 1 .

r
u Cα
λ

−− ∆ ≤                                (12) 

另一方面，由 ( )K xα 和 ( )u xλ 的非负性知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 d d .
y

u x K x y u y y K x y u y yα
λ α λ α λλ

−

≤
− ∆ = − ≥ −∫ ∫            (13) 

此外，由(4)式知当 1x ≤ 时，有 

( ) ( )
( )

( )
1 21

4 22 00
4 e d : , , 1.

2

nn s
sK x s s B n x

α

α
α α

− − +
− −∞−  ≥ π Γ = ≤ 

  ∫               (14) 

故当 1x y− ≤ 时，有 

( ) ( )0 , .K x y B nα α− ≥                              (15) 

由(13)和(15)知当 

1 1,
2 2

x λ≤ ≤  

时，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2

2
0

420

4 220 1

1 1
2

1

1 , d

, 4 e d

, 4 e d

1, , , ,
2

y

yn
pp

y

z nn
pp

z

n
p

u x B n u y y

B n y

B n z

C n p x

α
λ λλ

λ
λ

α

α λ

α λ λ

α λ

−

≤

−−

≤

−−

≤

 
− − 

 

− ∆ ≥

= π

= π

= ∀ ≤

∫

∫

∫
                 (16) 
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其中 ( )1 , ,C n pα 是依赖于 , ,n pα 的常数。注意到 

( ) ( )21 0,u xα
λ

−− ∆ ≥  

由(16)式可得 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2
1
2

1 1
2

11
2

1 1
2

2

1 1 d

, , d

, , , .

r r

xr

n r
p

x

n r
p

u u x x

C n p x

C n p r

α α
λ λ

α λ

α λ

− −

≤

 
− − 

 
≤

 
− − 

 

− ∆ ≥ − ∆

≥

=

∫

∫                       (17) 

在(17)式中令 0λ +→ ，并利用条件 0 1p< < ，可得 

( ) 21 .
r

uα
λ

−− ∆ → +∞  

这与(12)式矛盾，故假设不成立，定理得证。 

定理 1.2 的证明：对任意 ( )0,1λ ∈ ，令 

( ) ( ) ( )
2 2

2 1
2 1

4 42 24 e 4 e .
x x

n n
p pp pw x λ

λ λ
− −− −= π + π  

则有 

( ) ( ) ( ) ( )
22 21

1
1 1 2

2
44 42 2 24 e 2 4 e 4 e .
p xx xnpn np p ppw x λ

λ λ
−− −− − −

 
 π ≤ ≤ π + π
 
 

 

由此可得 

( ) ( )
1 1

1 1

2 2
1

1 1

2 21 11 12 2

2 2

1 2 4 1 2 4 1 ,

n np p
p pn n
p p

p

p pw
p pλ λ

− −   
− −   

   

   
      ≤ ≤ π + ≤ π +               

          (18) 

其中最后一个不等式中利用了 1 20 p p< < 和 1λ < 这两个事实。记 

( )
1

: 1 ,unipw Cλ λ= +  

其中 ( )uniC λ 是一个依赖于 λ 的非负函数。由(18)式知， ( )uniC λ 在 ( )0,1λ ∈ 时一致有界。令 

( ) ( ) ( )1 .
1 uni

u x w x
Cλ λλ

=
+

 

易得 

1
0, 1,pu uλ λ≥ =                                    (19) 

且 

( ) ( )
21 1 2 2 1 20 , , , , .pB n p p u B n p pλ< ≤ ≤ < +∞                        (20) 

下面用反证法完成证明。假设存在 0, 0rα > > 以及连续函数 ( )0 ,C ⋅ ⋅ ，使得(9)式成立，则由(19)和(20)
知 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

2
0 3 1 21 , , , , 0,1 .p pr

u C u u B n p pα
λ λ λ λ−− ∆ ≤ ≤ ∀ ∈                (21) 
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另一方面，由 ( )K xα 和 ( )u xλ 的非负性以及(14)式知，当
1 1,
2 2

x λ≤ ≤ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2

2
2

2

2
2

2

2

0

0 42

0 4 22
1

1 1
21 2

1 d

d

, d

,
4 e d

1

,
4 e d

1

, , 1, .
1 2

y

y

y
n

pp
y

uni

z nn
pp

z
uni

n
p

uni

u x K x y u y y

K x y u y y

B n u y y

B n
y

C

B n
z

C

C n p
x

C

α
λ α λ

α λλ

λλ

λ
λ

α

α
λ

λ

α
λ λ

λ

α
λ

λ

−

≤

≤

−−

≤

−−

≤

 
− − 

 

− ∆ = −

≥ −

≥

≥ π
+

= π
+

= ∀ ≤
+

∫
∫

∫

∫

∫

                    (22) 

由(22)式可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

1 12 2 21 2
1 1
2 2

, ,
1 1 d d .

1

r n rr r p

x xr uni

C n p
u u x x x

C
α α

λ λ

α
λ

λ

 
− − − −  

≤ ≤

 
− ∆ ≥ − ∆ ≥  

+  
∫ ∫  

设 10
2
d

x
c x

≤
= ∫ ，则 

( ) ( )
( )

2

1 12 21 2
0

, ,
1 .

1

r n rr p

r uni

C n p
u c

C
α

λ

α
λ

λ

 
− − −  

 
− ∆ ≥  

+  
                       (23) 

在(23)式中令 0λ +→ ，并利用条件 20 1p< < ，可得 

( ) 21 .
r

uα
λ

−− ∆ → +∞  

这与(21)式矛盾，故假设不成立，定理得证。 

定理 1.3 的证明：(反证法)假设存在 0, 0rα > > 以及连续函数 ( )0 ,C ⋅ ⋅ ，使得(10)式成立。记
pq

p q
γ =

+
， 

由定理条件知， 0 1γ< < 。现在任取 

( )0, R .nu u Lγ≥ ∈                                     (24) 

令 ( ) ( ),q p q p p qu u v v+ += =� � ，则 ( ) ( )R , Rp n q nu L v L∈ ∈� � 。从而由(10)式知 

( ) ( ) ( )2
01 , .p qr

uv C u vα−− ∆ ≤� � � �  

又 

, ,p q
p qu uv u v u γ

γ
= = =� � � �  

从而 

( ) ( )2
11 .

r
u C uα

γ

−− ∆ ≤  

上式对任意满足(24)式的函数都成立，其中 ( )0,1pq
p q

γ = ∈
+

。这与定理 1.1 的结论相矛盾，故假设不 
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成立，定理得证。 

定理 1.4 的证明：(反证法)假设存在 0, 0rα > > 以及连续函数 ( )0 , ,C ⋅ ⋅ ⋅ ，使得(11)式成立。记 1 ,qp
p q
γ

=
+

 

2
pqp

p q
=

+
，由定理条件知， 1 20 1p p< < < 。现在任取 

( ) ( )1 20, R R .p pn nu u L L≥ ∈ ∩                             (25) 

令 ( ) ( ),q p q p p qu u v v+ += =� � ，则 ( ) ( ) ( )R R , Rn p n q nu L L v Lγ∈ ∈� �∩ 。从而由(11)式知 

( ) ( ) ( )2
01 , , .p qr

uv C u u vα

γ

−− ∆ ≤� � � � �  

又 

1 2

1 2
, , ,p p q p

p p q pu uv u u u v uγ

γ
= = = =� � � � �  

从而 

( ) ( )
1 2

2
11 , .p pr

u C u uα−− ∆ ≤  

上式对任意满足(25)式的函数都成立，其中 1 20 1p p< < < 。这与定理 1.2 的结论相矛盾，故假设不成

立，定理得证。 

性质 1.1 的证明：任取 ( )1 2, , , Nn
nβ β β β= ∈� ，

1

n

j
j

kβ β
=

= ≤∑ 。由(5)式可得 

( ) 21 .u K uαβ β
α

−∇ − ∆ = ∇ ∗  

利用卷积形式的 Young 不等式，可得 

( ) 2
11 .

pp
u K uαβ β

α
−∇ − ∆ ≤ ∇                             (26) 

另一方面，由(4)式知 

( ) ( )
1

1
2

0
e , d ,

2
sK x s G x s s

α

α
α −

−∞ − = Γ 
  ∫  

其中 

( ) ( )
2

42, 4 e
xn

tG x t t
−−= π  

是热传导方程的 Green 函数。从而利用性质 1.1 的条件可得 

( )
11 1 11 2 2 22

10 0
e , d e d ,

2

n
ps s

p p
K s G s s C s s

βαα
β β

α
α

 − − − − − −∞ ∞− −  ∇ ≤ Γ ∇ ⋅ ≤ 
  ∫ ∫  

其中 1C 是常数。同时，由性质 1.1 的条件知 

1 11 1 1 1 1,
2 2 2 2 2 2

n n k
p p

βα α   
− − − − ≥ − − − − > −   

   
 

故存在常数 2C ，使得 

2 .
p

K Cβ
α∇ ≤                                     (27) 
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将(27)代入(26)，有 

( ) 2
2 11 .

p
u C uαβ −∇ − ∆ ≤  

进而可得 

( )
( )

( )
,

1

2 2
1R

1 1 .
k p n

pp

W pk
u u C uα αβ

β

− −

≤

 
− ∆ = ∇ −∆ ≤  

 
∑  

即(6)式成立，得证。 
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