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Abstract 
The purpose of this paper is to give some remarks to the problems of finding the convergence ra-
dius of some special series, the anti-derivative of power function multiplying exponential function 
and the order of polar points in return to generalize some relating consequences in real functions 
and then bring convenience to calculations. In this paper, we give the general result of the an-
ti-derivative of power function multiplying exponential function; we also expand the L’hospital’s 
rule to find the order of some special polar points and give the proof. 
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摘  要 

本文旨在对复变函数中求解特殊级数的收敛半径、幂函数乘指数函数原函数以及极点阶数等问题做一些补

充说明，推广实函数中的相应结论，为计算带来方便。文中整理幂函数乘指数函数原函数的求解结果，并

总结出统一的公式；求解极点阶数，推广实变函数中的洛必达法则以给出判断方法，并给予严格证明。 
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1. 引言 

复变函数的理论研究起源于十八世纪，是数学中一门古老又较为成熟的学科。其相关理论应用十分

广泛，可以用来解决很多复杂的运算，比如物理学上有很多不同的稳定平面场的计算就是通过复变函数

来解决的；此外，复变函数也应用于微分方程、积分方程、概率论和数论等学科，推动数学领域其他分

支的发展。复变函数作为实函数的扩展，其相关计算性质与实函数既有相同之处，也有不同之处。比如

实变函数中求收敛半径以及求解指数函数的原函数都可推广到复数领域，同时，与实函数不同的是，复

变函数需要判断极点及其阶数。 
本文旨在对复变函数中求解收敛半径、幂函数乘指数函数的原函数以及极点阶数等问题做一些补充

说明。文中分析了收敛半径求解中的两种特殊情况；整理幂函数乘指数函数原函数的求解结果，并总结

出统一的公式；求解极点阶数，推广实变函数中的洛必达法则以给出判断方法，并给予严格证明，从而

推广实函数中的相应结论，为计算带来方便。 

2. 两种级数收敛半径的求法 

在众多教材中仅对一些常见的级数的收敛半径进行求解，而没有对一些特殊级数收敛半径的求解展

开讨论。本节中，我们补充如下两种特殊类型的级数的收敛半径问题。 

2.1. 含 ( )1 n− 的幂级数 

首先考虑如下可分为两部分的幂级数 

( )
0

n
n n

n
I a b z

∞

=

= ±∑  

在求解较复杂的级数收敛半径时，我们需用以下结论，参考文献[1]和[2]中讨论了实数情况，我们将

其中的证明过程做出对应的补充说明，也可得到类似结论。 

引理 1 [3]设复幂级数
0

n
n

n
a z

∞

=
∑ 与复幂级数

0

n
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n
b z

∞

=
∑ 的收敛半径分别为 1R 与 2R ， 
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0 0 0
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a z b z a b z

∞ ∞ ∞

= = =

± = ±∑ ∑ ∑ 的收敛半径为 R，则 

(i) 在 1 2R R≠ 时，有 { }1 2min ,R R R= ； 
(ii) 在 1 2R R= 时，有 { }1 2min ,R R R≥ 。 
对级数 I 的收敛问题我们有如下结论： 
定理 1 

令 ( )1
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n
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f z a z
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= ∑ ， ( ) ( )2
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1 n n
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f z b z

∞

=

= −∑ ，其中 ( )1f z 与 ( )2f z 均收敛， 
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则 ( )f z 的收敛半径 { }1 2min ,R R R= 。 

证明： 

1) 当 2 ,n k k N= ∈ 时， ( ) ( ) 2
2 2

0

k
k k

k
f z a b z

∞

=

= +∑  

充分性： 

由经典的比值法及参考文献[4]和[5]得知， ( )f z 的收敛半径可由如下计算过程得出： 
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> 时，可证级数发散。事实上，假设在圆外一点 0z 处级数 ( )f z 收敛。在圆外再
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综上，当 2 ,n k k N= ∈ 时， ( )f z 的收敛半径为 2 2
1

2 2 2 21
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2) 当 2 1,n k k N= + ∈ 时， ( ) ( ) 2 1
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充分性： 

( )f z 的收敛半径可由如下计算过程得出： 
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综上，当 2 1,n k k N= + ∈ 时， ( )f z 的收敛半径为 2 1 2 1
2

2 3 2 32

1 lim k k
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f(z)的收敛半径 { }1 2min ,R R R= 。 

2.2. 可变量代换的幂级数 

(i) 定理 2 

0
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∞
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= ∑ ，k 和 l∈常数  

若 1lim n

n
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= ，由经典的比值法可知，幂级数 II 的收敛半径为

1
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(ii) 定理 3 
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若 1lim n

n
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C
C

λ+
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= ，则当 z λ> 时，幂级数 III 收敛。 

3. 幂函数乘指数函数的原函数 

本节中我们考虑与指数函数有关的特殊类型函数的原函数，即 en mzz 形式。 
首先由分部积分公式，我们可以推导出如下结论： 
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3.1. 定理 4 

接下来，我们通过归纳法给出原函数结果的理论证明： 
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证明：当 k=1，2，3 时，由(1)，(2)，(3)可得命题成立，假设当 ( )3n k k= ≥ 时命题也成立，即 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 2 1

1

!e d e e 1 e 1 e
1 !

1 ! e 1 !e

mk z k z k z k z k m z

k kz z

kz z z kz k k z z
k m

k z k C

−− − − +

−

= − + − + + − +
− +

+ − + − +

∫  

 

当 1n k= + 时， 
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( )( )1 1, 1C C C k= − +其中

 

故当 1n k= + 时，假设仍然成立。 
综上所述，当 n N ∗∈ 时，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 2 1

1

!e d e e 1 e 1 e
1 !

1 ! e 1 !e

mn z n z n z n z n m z

n nz z

nz z z nz n n z z
n m

n z n C

−− − − +

−

= − + − + + − +
− +

+ − + − +

∫  

 

3.2. 推广 

定理 4 的证明使用了归纳法，下述结论使用了另一种证明办法，得到更一般的结果，当然这两种办

法都适用。 
定理 5 
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证明： 
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总结得出如下结论： 

(i) e dn zz z∫ 为 ( ) ( )( )2

0
1 e

k n n kn k z

k
z C

= −−

=

 − +  
∑ ； 

(ii) e dn mzz z∫ 为 ( )
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1
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1 e
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k n n k mz

n k
k

z
C

m

−
=

−

− +
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 
 − + 
  
∑ 。 

注释：上述结果，可作如下理解： 

e dn mzz z∫ 的结果一共有 n + 1 项，每一项正负交替，并且按照
1
m

的升幂顺序由
1
m

逐项升到
11 n

m

+
 
 
 

，

z 按照降幂顺序由 zn逐项降到 z0，n 按照阶乘的形式逐项包括 ( ) ( )( )1, , 1 , 1 2 , , !n n n n n n n− − −  ，且各项包

含指数项 emz 。 

4. 孤立奇点类型的判断 

孤立奇点类型的判断是为了针对不同类别考虑如何求留数，从而计算积分。由定义知，可去奇点处

对应的留数为 0，本性奇点一般只能通过展开式求留数，所以重点考虑极点。其中，有如下结论： 

定理A [6] ( )f z 有h级极点 z0的充要条件为： ( ) ( )
( )0

h

g z
f z

z z
=

−
，其中 ( )g z 在点 z0处解析，且 ( )0 0g z ≠ 。 

当 ( )f z 不满足定理 A 中的情况时，我们有如下类似实函数中洛必达法则的办法判断极点阶数(参考

文献[7])。 

定理 6 设 ( ) ( )
( )0

h

g z
f z

z z
=

−
，其中 g 在 z0处解析，且 ( )0 0g z = ，令

( )

( )

( )
( ) 1

0
0

h
h

g z g z
f

h z zz z
−

′ ′
= =

′ − − 

 ，则

f 与 f 的极点级数相同。特别地，当 0z z= 是 f 的 h − 1 级极点，则 0z z= 也是 f 的 h − 1 级极点，类似于

实变函数中的洛必达法则。 
证明：因为 ( )g z 解析，所以 ( ) ( )

0
0lim 0

z z
g z g z

→
= = ，所以由洛必达法则知： 

( ) ( )
( )

( )

( )0 0 0 0
0

0

lim lim lim limhz z z z z z z zh

g z g z
f z f

z z z z
→ → → →

′
= = =

′−  − 

  

故 f 与 f 的奇点类型相同。 

例：判断函数 ( ) 3

e 1z

f z
z
−

= 的极点的级数。 

解：因为 ( )
0

lim e 1 0z

z→
− = ，所以 ( ) 3 20 0 0

e 1 elim lim lim
3

z z

z z z
f z

z z→ → →

−
= = ，由定理 5 得 0z = 是 2

e
3

z

z
的 2 级极点，

因此 0z = 是 ( )f z 的 2 级极点。 

5. 结束语 

本文对复变函数幂级数收敛半径的求解、幂函数乘指数函数的原函数以及极点阶数的判断问题进行

整理和补充。在收敛半径求解问题中补充了在求解幂级数收敛半径中包含 ( )1 n− 复幂级数的收敛半径以及

可变量代换求解幂级数的收敛域这两类问题；在求解指数函数原函数的问题中总结了 e dn zz z∫ 与 e dn mzz z∫
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的原函数公式；在极点阶数的判断问题中补充了幂级数 ( ) ( )
( )0

h

g z
f z

z z
=

−
， ( )0 0g z = 情形，推广实变函数

中的洛必达法则，并给出了相关证明。 
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