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Abstract 
In this paper, the homogeneous equilibrium method is mainly used to solve the KdV equation that 
nerve cell impulse conduction should satisfy, and further verify that nerve cell impulse conduction 
is an isolated wavelet, so as to analyze the properties and significance of the isolated wavelet of 
nerve cell impulse conduction. From a medical point of view, the diagnosis of nerve cell lesions can 
be assisted by detecting the parameters of nerve cell pulse conduction solitary wavelet. 
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摘  要 

本文主要是通过利用齐次平衡法来求解神经细胞脉冲传导应满足的KdV方程的解，并进一步去验证神经

细胞脉冲传导是孤立子波，从而分析神经细胞脉冲传导的孤立子性质及其意义。从医学的角度来看，可

以通过检测神经细胞脉冲传导孤立子波的参数来辅助诊断神经细胞的病变。 
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1. 引言 

微积分创立不久，人们研究微积分时，出现的微积分的分支偏微分方程。到 18 世纪已经相继研究

弦振动方程、调和方程与热传导方程等著名的方程。19 世纪中叶，随着对具体方程的研究，逐渐形成

偏微分方程的一般理论。进入 20 世纪以来，随着数学科学的发展、计算机的普及与计算方法的创新，

其在理论与应用方面都取得巨大的成效。可以说偏微分方程起源于 18 世纪，发展于 19 世纪，兴盛于

20 世纪。 
英国科学家司各特·罗素(John Scott Russell, 1872.5.18~1970.2.2) 1884 年在《论波动》一文中记述了

他在 1834 年观察到的一种水波现象，他将这种始终保持在水面上向前平移的孤立水峰称为孤立波，并认

为这是浅水波运动的一种稳定解。1895 年瑞典数学教授柯特维格(D. J. Korteweg)和他的学生德佛累斯(G. 
deVries)研究了浅水波的运动，并在论文中提出了一个数学模型方程，即后来著名的柯特维格–德佛累斯

(KdV)方程[1] [2] [3]。随着对非线性问题研究的深入，人们发现相当广泛的一类描述非线性作用下的波动

方程或方程组均可归为 KdV 方程，并且一大类非线性偏微分方程有孤立波解(又称为孤立子)。 
1952 年艾伦·劳埃德·霍奇金(Hodgkin, 1914~1998，英国)和安德鲁·菲尔丁·赫胥黎(Huxley, 

1917.11.22~2012.5.30，英国)通过对神经纤维中神经冲动传播的研究提出了Hodgkin-Huxley模型(简称H-H
方程) [4]。20 世纪 50 年代中期，理查德·菲茨休(Fitz Hugh)开始致力于寻找一种可以简化 H-H 模型的方

法，1964 年，南云(Nagumo)在 FitzHugh 的基础上从实验角度成功化简了 H-H 方程，并称之为

FitzHugh-Nagumo 方程[5]。 

2. 研究对象与方法 

2.1. 研究对象 

霍奇金(Hodgkin, 1914~19998)与赫胥黎(Huxley, 1917.11.22~2012.5.30)通过实验表明鱿鱼的神经脉 

冲的类型和速度可以看作是方程
2

2

u u f
t x

∂ ∂
= +

∂ ∂
的数值解，其中 f 是关于 u 的一个相当复杂的泛函，它的 

具体精确形式没有确切地给出来。但是可以知道这种模型所显示的神经主要特征是脉冲要么迅速的衰

减下去要么就像行波一样形成一种特征形状然后沿直线传播并且不变形。后来 Nagumo 提出了一个满 

足这种行为的更简单的模型
2

2 du u f b u t
t x

∂ ∂
= + −

∂ ∂ ∫  (其中 f 是形如 ( ) ( )( )1f u u u u a= − − ， 0 1a< < 的一个

三次多项式，参数 a 是由细胞膜的电特性决定并与细胞膜性质相关的参数，b 是一个正的常数， du t∫ 是一

个不定积分)中发现了这种行为[6]。我们令参数 0b = 则可以得到简化的 FitzHugh-Nagumo 方程

( )( )1t xxu u u u u a= + − − ，在文献[7] [8] [9] [10]中分别给出了不同情形下神经细胞脉冲传导及大动脉血管 

中孤波特性。本文旨在通过该方程 ( )( )1t xxu u u u u a= + − − ，利用齐次平衡法[11]来求出其孤立子解并研

究其性质。 

2.2. 方法 

对简化的 FitzHugh-Nagumo 方程 
( )( )1t xxu u u u u a= + − −                                 (2.1) 
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为使非线性项与最高阶导数项达到平衡，设(2.1)具有如下形式的解 

( ) ( ), xu x t f cϕ ϕ′= ⋅ +                                    (2.2) 

其中 ( )f ϕ ， ( ),x tϕ ϕ= 是待定函数，c 为待定常数。 
由(2.2)容易计算出 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2

2 2 2 2

3 3 3 2 2 2 3

3

2

3 3

t t x xt

xx x x xx xxx

x x

x x x

u f f

u f cf f

u f cf c

u f cf c f c

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

′′ ′= ⋅ ⋅ + ⋅ 


′′′ ′ ′= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ 


′ ′= ⋅ + ⋅ + 
′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅ + 

                       (2.3) 

将(2.3)代入(2.1)并将ϕ 的相同导数及其最高次幂项放在一起可得： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

3 3 2 2 2 2

2

2 3 2

3 3

2 3 2

0

x x x xx t x

xxx x x x x xt

f f f c f af f f

f cf af cf acf f

c ac c ac

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

′′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′− ⋅ + − + ⋅ + −

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − − + −

+ − − + =

       (2.4) 

令(2.4)中 3
xϕ 的系数为零，于是 ( )f ϕ 应满足常微分方程 

( ) ( )3 0f fϕ ϕ′′′ ′− = .                                    (2.5) 

则可以得到(2.5)的两个解 ( ) 2 lnf ϕ ϕ= ± 为了简便，我们先取 

( ) 2 lnf ϕ ϕ=                                       (2.6) 

那么则有如下关系 

( ) ( )2 2f fϕ ϕ′ ′′= −                                    (2.7) 

将(2.2)中 ( )f ϕ 取作(2.6)，并利用(2.7)，则(2.4)变为：  

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 3 2

2 3 2 2 3

2 3 2 0

x x x x xx t x

xxx x x x x xt

c a f

c a c a f c ac c ac

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

′′− + − + − ⋅

′+ + − − + − ⋅ + − − + =
 

令 f ′′， f ′的系数及常数项分别为零，得 ( ),x tϕ ，c 满足如下的方程组： 
2 2 2

2

2 3 2

2 3 2 2 3 0

2 3 2 0

0

x x x x xx t x

xxx x x x x xt

c a

c a c ac

c ac c ac

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

− + − + − =
 + − − + − =
 − − + =

                       (2.8) 

由于齐次方程具有指数形式的解，按照齐次平衡法，可以假设 ( ),x tϕ 具有下列形式的解： 

( ), 1 e x tx t α βϕ += +                                    (2.9) 

其中α ， β 为待定常数，并将其代入(2.8)则可以得到 
2

2 2

2 3 2

2 3 2 2 3 0

2 3 2 0

0

c a
c a c ac

c ac c ac

α α α α β

α β

− − − + − =
 + − − + − =
 − − + =

                         (2.10) 

解(2.10)可得 0c = ，1 或 a。 
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下面分三种情况讨论简化的 FitzHugh-Nagumo 方程的孤波解。 
情形 1  当 0c = 时，由(2.10)可得到 

2

2

2 2 3 0

0

a
a
α α α β

α β

− − + − =


− − =
 

从而可以解得 ( ) 22 1 2 1
4

a a aα  = + ± − +  
， 2 aβ α= − 。 

∴ ( ) ( )2

, 1 e
x a t

x t
α α

ϕ
+ −

= + ，再由(2.2)可得 ( )
( )2

2, 1 tanh
2 2

x a t
u x t

α αα  + −
 = +
 
 

。 

最终可以获得方程(2.1)的第一组孤立波解： 

( )
( )2

1

2 2
, 1 tanh

2 4

ax a a tau x t
 + −
 = +
 
 

， ( ) ( )
2

2 1 21, 1 tanh
2 4

x a t
u x t

 + −
= +  

 
。 

我们取 1a = ，则 1u ， 2u 的图像分别为图 1、图 2。 
 

 

Figure 1. The graph of 1u  when 1a =  
图 1. 当 1a = 时 1u 的图像 

 

 

Figure 2. The graph of 2u  when 1a =  
图 2. 当 1a = 时 2u 的图像 
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情形 2  当 1c = 时，由(2.10)可得到 
2

2

4 2 2 3 0

1 0

a
a

α α α β

α β

− − + − =


− + − =
 

∴ ( ) 22 4 12 12
4

a a aα  = + ± + +  
， 2 1aβ α= + − 。 

从而可以得 ( ) ( )2 1
, 1 e

x a t
x t

α α
ϕ

+ + −
= + ，再由(2.2)可得到方程(2.1)的第二组孤波解： 

( )
( )2

3,4

12, 1 tanh
2 2

x a t
u x t

α αα  + + −
 = +
 
 

，其中 ( ) 22 4 12 12
4

a a aα  = + ± + +  
。 

当 1a = 时， 3u ， 4u 的图像分别为图 3、图 4。 
 

 
Figure 3. The graph of 3u  when 1a =  
图 3. 当 1a = 时 3u 的图像 

 

 
Figure 4. The graph of 4u  when 1a =  
图 4. 当 1a = 时 4u 的图像 
 

情形 3  当 c a= 时，由(2.10)可得 
2

2 2

2 4 2 3 0

0

a
a a

α α α β

α β

− − + − =


− − + =
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∴ ( ) 22 4 1 12 4 1
4

a a aα  = + ± + +  
， 2 2a aβ α= + − 。从而有 ( ) ( )2 2

, 1 e
x a a t

x t
α α

ϕ
+ + −

= + ，再由(2.2)可

以得到方程(2.1)的第三组孤立波解： 

( )
( )2 2

5,6
2, 1 tanh
2 2

x a a t
u x t

α αα  + + −
 = +
 
 

，其中 ( ) 22 4 1 12 4 1
4

a a aα  = + ± + +  
。 

当 1a = 时， 5u ， 6u 的图像分别为图 5、图 6。 
 

 
Figure 5. The graph of 5u  when 1a =  
图 5. 当 1a = 时 5u 的图像 

 

 
Figure 6. The graph of 6u  when 1a =  
图 6. 当 1a = 时 6u 的图像 

 
同理可得，当 ( ) 2 lnf ϕ ϕ= − 时可以得到同样的结果。 

3. 结果与讨论 

在第二部分中我们用 MATLAB 软件来刻画了神经脉冲传导的孤波的膜电压 ( ),u x t 与空间 x 和时间 t
的关系(图 1~6)，从图中可以看出神经细胞脉冲是形成的一种典型的沿着神经元的轴突传导下去的形式。

再取 1.2a = ，从第一组孤波解出发来做出在这种情况下神经细胞脉冲传导的孤立子波的形态，如图 7 和

图 8。 
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Figure 7. The graph of 1u  when 1.2a =  
图 7. 当 1.2a = 时 1u 的图像 
 

 

Figure 8. The graph of 2u  when 1.2a =  
图 8. 当 1.2a = 时 2u 的图像 
 

通过对图 1、图 2 与图 7、图 8 的比较我们可以看出当参数 a 发生改变时，其神经细胞脉冲的孤立子

波的波速、振幅都会随之发生相应的变化，同理可以得到当 1.2a = 时第二组与第三组孤波解的图像，由

于篇幅的限制在此就不一一给出。我们知道参数 a 是由细胞膜的电特性决定并与细胞膜性质相关的参数

并且 0 1a< < ，由此我们可以得出当人体内的神经细胞发生病变时，其神经细胞脉冲的孤立子波的波速、

振幅都会随之发生相应的变化。 
因此在医学角度上可以通过借助于 FMRI (磁共振成像)等一些医学仪器来描绘出神经细胞脉冲传导

的孤波的膜电压随时间和空间的变化图像，从而可以检测出神经细胞脉冲孤立子波的一些参数的变化，

进而可以达到辅助诊断神经细胞病变的目的。 
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