
Pure Mathematics 理论数学, 2020, 10(2), 65-71 
Published Online February 2020 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2020.102011   

文章引用: 李荣慧, 胡岚. 一类特殊亚纯函数的唯一性象集[J]. 理论数学, 2020, 10(2): 65-71.  
DOI: 10.12677/pm.2020.102011 

 
 

Unique Range Sets for a Kind of Special  
Meromorphic Functions 

Ronghui Li*, Lan Hu 
School of Mathematics, Yunnan Normal University, Kunming Yunnan 

 
 
Received: Jan. 21st, 2020; accepted: Feb. 6th, 2020; published: Feb. 13th, 2020 

 
 

 
Abstract 
In this paper, we discuss the problem of unique range sets with fewer elements for a kind of spe-
cial meromorphic functions. The following result is proved: Let { }6 5: 1 0S z z z= + + =  be a set 

such that two nonconstant meromorphic functions ( )f z  and ( )g z  satisfy ( ) ( )f gE S E S= . If 

we attach certain conditions to ( )f z  and ( )g z , then ( ) ( )f z g z≡ . 
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摘  要 

本文讨论了关于一类特殊亚纯函数元素个数较少的唯一性象集问题。证明了：设集合 
{ }6 5: 1 0S z z z= + + = ， ( )f z 和 ( )g z 为非常数亚纯函数，且满足 ( ) ( )f gE S E S= 。当对 ( )f z 和 ( )g z 附

加特定的条件后，则有 ( ) ( )f z g z≡ 。 
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1. 引言及主要结果 

在本文中对于开平面上的亚纯函数 ( )f z 使用 Nevanlinna [1]理论中的标准记号 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,m r f N r f N r f T r f 和基本结果。用 ( )* ,S r f 表示满足以下条件的量：若 f 为有穷级，则

( ) ( )( )( )* , ,S r f T r f rο= → +∞ ，若 f 为无穷级，则 ( ) ( )( )( )* , , ,S r f T r f r r Eο= → +∞ ∉ ，其中 E 表示 r

在 ( )0,+∞ 上一个有穷线性测度的集合， ( )* ,S r f 每次出现时 E 可能不相同。 

设 ( )f z 为开平面 C/ 上的非常数亚纯函数， ( )a z  (可恒为∞ )是一个亚纯函数。当 ( )a z ≡ ∞/ 时，若

( ) ( )( )*, , , ,T r a S r f r E r mesE= ∉ → +∞ < +∞ ，则称 ( )a z 是 ( )f z 的小函数。当 ( ) ( )a z z C≡ ∞ ∈ / 时，也称

( )a z 为 ( )f z 的小函数。 

设 ( )f z 为开平面C/ 上的非常数亚纯函数，S 是扩充复平面 Ĉ/ 上的一个非空集合且具有不同的元素。

令[2] 

( ) ( ){ }f
a S

E S z f z a
∈

= =  (这里 m 重 a 值点记 m 次)。 

设 ( )f z 和 ( )g z 为开平面C/ 上的两个非常数亚纯函数，如果 ( ) ( )f gE S E S= ，则称 ( )f z 和 ( )g z 以 S

为 CM 分担值集；如果对于 ( ){ }* |z z f z a∀ ∈ = 都有 *z 作为方程 ( )f z a= 的根的重数等于 *z 作为方程

( )g z a= 的根的重数，则称 ( )f z 和 ( )g z 以 a 为 CM 分担值，其中 a C∈ / 。 

符号介绍：记 2
1,n r
f

 
 
 

在 z r≤ 内 ( )f z 的零点个数，记重数，重数大于 2 次只记 2 次， 2
1,N r
f

 
 
 

为 

其相应的计数函数。 
F. Gross 和杨重骏在文献[3]中证明了定理： 
定理 A [3] 集合 { }| e 0zS z z= + = 是整函数的 CM 型唯一性象集。 

注意到定理 A 中的集合 S 是一个无限集。 
1976 年，F. Gross 在文献[4]中提出这样一个问题： 
问题 1 [4] 是否可以找到一个有限集合 S，使得对于∀非常数整函数 ( )f z 和 ( )g z ，若 ( ) ( )f gE S E S= ，

则有 ( ) ( )f z g z≡ ? 

1993 年，仪洪勋在文献[5]中构造出了含有 15 个元素的整函数的 CM 型唯一性象集，给 F. Gross 提
出的问题一个肯定的回答，并于 1995 年在文[6]中建立了含有 7 个元素的整函数 CM 型唯一性象集。并

在文献[7]中构造了一个含有 11 个点的亚纯函数唯一性象集。 
定理 B [6] 集合 { }7 6| 1 0S z z z= + + = 是一个含 7 个点的整函数 CM 型唯一性象集。 

由此得到了整函数唯一性象集的最小基数是 7。 
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在考虑亚纯函数极点“较少”的情况下，方明亮和华歆厚在文[8]中证明了下述结果： 

定理 C [8] 设 ( )f z 和 ( )g z 为非常数亚纯函数，且满足 ( ) 11,
12

fΘ ∞ > ， ( ) 11,
12

gΘ ∞ > 。则存在含有 7 

个元素的集合 S 为这类亚纯函数的唯一性象集。 
2000 年，杨力在文[9]中得到了一个含有 5 个元素的集合为有穷非正整数下级整函数的唯一性象集。 
2001 年，王新利推广了定理 C 并得到了： 

定理 D [10] 设 ( )f z 和 ( )g z 为非常数亚纯函数，且 ( ) 3,
4

fΘ ∞ > ， ( ) 3,
4

gΘ ∞ > 。则存在含有 7 个元 

素的集合 S 为这类亚纯函数的唯一性象集。 
2003 年，徐炎在文[11]中改进了定理 C 得到了： 

定理 H [11] 设 ( )f z 和 ( )g z 为非常数亚纯函数，且满足 ( ) ( ) 3, ,
2

f gΘ ∞ + Θ ∞ > 。则存在含有 7 个元 

素的集合 S 为这类亚纯函数的唯一性象集。 
2004 年，段曦盛在文[12]中得到了含有 10 个点的亚纯函数精简唯一性象集。2011 年，白小甜在文[13]

中也得到了含有 10 个点的亚纯函数精简唯一性象集。 
到目前为止，一直有一个未解决的问题就是： 
问题 2 [7] 亚纯函数(整函数)唯一性象集的元素个数的最小基数是多少？ 
本文基于对上述问题的研究受文[14]的启发，以及对前人结果推广证明了：附加特定条件的一类特殊

亚纯函数的唯一性象集的基数可以降到 6 和 5。从而证明了下述定理： 
定理 1 设 ( )f z 和 ( )g z 为开平面C/ 上的非常数亚纯函数，且满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* *, , , , , ,N r f N r g T r f T r g S r f S r gλ+ ≤ + + +  (其中
1
4

λ < )， 

( )*1 1, , ,N r m r S r f
f f

   
≤ +   

   
, 

若对于集合 { }6 5: 1 0S z z z= + + = ，有 ( ) ( )f gE S E S= ，则有 ( ) ( )f z g z≡ 。 

定理 2 设 ( )f z 和 ( )g z 为开平面C/ 上的非常数亚纯函数，且满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* *, , , , , ,N r f N r g T r f T r g S r f S r gλ+ ≤ + + +  (其中
1
4

λ < )， 

( )*1 1, , ,N r m r S r f
f f

   
≤ +   

   
, ( )*1 1, , ,N r m r S r g

g g
   

≤ +   
   

, 

若对于集合 { }5 4: 1 0S z z z= + + = ，有 ( ) ( )f gE S E S= ，则有 ( ) ( )f z g z≡ 。 

2. 几个引理 

引理 1 [15] 设 f 为开平面C/ 上的非常数亚纯函数， ( ) 1
1

p p
pQ f f a f a−= + + + 为 f 的 p 次多项式，

则 

( )( ) ( ) ( )*, , ,T r Q f pT r f S r f= + . 

引理 2 [2] f 和 g 为开平面C/ 上的两个非常数亚纯函数，且以 1 为其 CM 分担值。若 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2
1 1, , , , 1N r N r N r f N r g T r r I
f g

µ ο   
+ + + < + ∈   

   
, 
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其中 1µ < ， ( ) ( ) ( ){ }max , , ,T r T r f T r g= ，I 为 r 在 ( )0,∞ 上一个具有无穷线性测度的集合，则 f g≡ 或

1f g⋅ ≡ 。 

引理 3 [2] 设 f 为开平面 C/ 上的非常数亚纯函数， ( ) ( )
( )

P f
R f

Q f
= ，其中 ( )

0

p
k

k
k

P f a f
=

= ∑ 和

( )
0

q
j

j
j

Q f b f
=

= ∑ 是关于 f 的两个多项式，且 ( )P f 与 ( )Q f 互质，系数 ( ){ }ka z 和 ( ){ }jb z 均为 f 的小函数，

且 ( ) 0pa z ≡/ ， ( ) 0qb z ≡/ 。则 

( )( ) { } ( ) ( )*, max , , ,T r R f p q T r f S r f= + . 

3. 定理 1 的证明 

令 

( ) ( ) ( )( )5 1F z f z f z= − + , ( ) ( ) ( )( )5 1G z g z g z= − + .                    (1) 

则 ( )F z 与 ( )G z 也为开平面C/ 上的非常数亚纯函数，且以 1 为 CM 分担值。于是由引理 1、定理条

件及(1)式可得： 

( ) ( ) ( )*, 6 , ,T r F T r f S r f= + ,                              (2) 

( ) ( ) ( )*, 6 , ,T r G T r g S r g= + ,                              (3) 

( )

( ) ( )

2

*

1 1 1, 2 , ,
1

1 1 1, , , ,
1

2 , 1

N r N r N r
F f f

N r m r N r S r f
f f f

T r f

     ≤ +     +     
     

≤ + + +     +     
≤ + Ο

,                   (4) 

( ) ( )2 , 2 ,N r F N r f= ,                                 (5) 

( ) ( )2
1 1 1, 2 , , 3 , 1

1
N r N r N r T r g

G g g
     ≤ + ≤ + Ο     +     

,                    (6) 

( ) ( )2 , 2 ,N r G N r g= .                                 (7) 

由(2)~(7)诸式得： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 2 2 2

* *

* *

* *

1 1, , , ,

2 , 3 , 2 , , , ,

2 2 , 3 2 , , ,

2 2 3 2
, , , ,

6 6
5 4 1

6

N r N r N r F N r G
F G

T r f T r g T r f T r g S r f S r g

T r f T r g S r f S r g

T r F T r G S r F S r G

T r r E

λ

λ λ

λ λ

λ ο

   + + +   
   

≤ + + + + +

≤ + + + + +

+ +
= + + +

+ ≤ + ∉ 
 

,               (8) 

其中 ( ) ( ) ( ){ }max , , ,T r T r F T r G= 。由于
1
4

λ < ，所以
5 4 1

6
λ+
< 。于是由(8)式和引理 2 得 1F G⋅ ≡ 或 F G≡  

若 1F G⋅ ≡ ，则有 
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( )( )5 5 1 1 1f g f g+ + ≡ .                                 (9) 

由(9)式可知 f 的零点必为 g 的极点， 1f + 的零点也必为 g 的极点。设 0z 为 f 的 p 重零点为 g 的 q 重

极点，结合(9)式有 

5 6p q= ,                                      (10) 

注意到 5 和 6 互质，故由(10)式知 6 是 p 的因子，从而 6p ≥ ，于是 

( ) ( )1 1 1 1 1 1, , , , 1
6 6

N r N r N r T r f
f p f f

     
≤ ≤ ≤ + Ο     

     
,                   (11) 

设 1z 为 1f + 的零点，则由(9)式知 1z 至少为 1f + 的 6 重零点，从而有 

( ) ( )1 1 1 1, , , 1
1 6 1 6

N r N r T r f
f f

   
≤ ≤ + Ο   + +   

,                      (12) 

同理可得： 

( ) ( )1 1 1 1 1 1, , , , 1
6 6

N r N r N r T r g
g p g g

     
≤ ≤ ≤ + Ο     

     
,                   (13) 

( ) ( )1 1 1 1, , , 1
1 6 1 6

N r N r T r g
g g

   
≤ ≤ + Ο   + +   

,                      (14) 

再由 Nevanlinna 第二基本定理、(11)~(14)诸式及定理条件得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

* *

* *

* *

* *

1 1, , , , , ,
1

1 1, , , ,
1
1, , , , , ,
3

1 , , , ,
3

7 , , , ,
12

T r f T r g N r f N r g N r N r
f f

N r N r S r f S r g
g g

T r f T r g T r f T r g S r f S r g

T r f T r g S r f S r g

T r f T r g S r f S r g

λ

λ

   
+ < + + +   +   

   
+ + + +   +   

≤ + + + + +

 = + + + + 
 

< + + +

, 

这是一个矛盾。 
若 F G≡ ，则有 

6 5 6 5f f g g+ = + ,                                  (15) 

令
fh
g

= ，则(15)式可变形为  

( ) ( )6 51 1 0h g h− + − ≡ ,                                (16) 

如果 1h const≡ ≠ ，则 g const≡ ，这与 g 为非常数亚纯函数矛盾。从而 1h ≡ ，即 f g≡ 。 
若 h 不为常数函数，则由(16)式得： 

( )( )( )( )
( )( )( )( )( )

2 3 45

6 2 3 4 5

1
1

h u h u h u h uhg
h h v h v h v h v h v

− − − −−
≡ − = −

− − − − − −
,                   (17) 
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同理可得： 

2 3 4
5

2 3 4 5
6

1 1 1 11 1

1 1 1 1 1 11

u u u u
h h h hhf
v v v v v

h h h h h h

    − − − −−     
    ≡ − = −

     − − − − − −     
     

,                 (18) 

其中(17)、(18)式中
2 2exp , exp
5 6

i iu vπ π   = =   
   

。由(17)、(18)式和引理 3 可得： 

( ) ( ) ( )*, 5 , ,T r g T r h S r h= + ,                              (19) 

( )
5

1

1, , j
j

N r g N r
h v=

 =  − 
∑ ,                               (20) 

( ) ( ) ( ) ( )* *1, 5 , , 5 , ,T r f T r S r h T r h S r h
h

 = + = + 
 

,                     (21) 

( )
5

1

1, , 1 jj
N r f N r

v
h

=

 
 

=  
 −
 

∑ ,                               (22) 

由 Nevanlinna 第二基本定理结合(19)~(22)式得： 

( ) ( ) ( ) ( )
5

* *

1

13 , , , , ,j
j

T r h N r S r h N r g S r h
h v=

 < + = + − 
∑ ,                  (23) 

( ) ( ) ( )
5

* *

1

1 13 , , , , ,1 jj
T r N r S r h N r f S r h

h v
h

=

 
   < + = +  

   −
 

∑ ,                 (24) 

又由 Nevanlinna 第一基本定理得： 

( ) ( )1, , 1T r T r h
h

  = + Ο 
 

,                               (25) 

于是由(23)~(25)式及定理条件得： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*6 , , , ,

, , ,

510 , , , ,
2

T r h N r f N r g S r h

T r f T r g S r h

T r h S r h T r h S r h

λ

λ

∗

∗ ∗

< + +

≤ + +

< + < +

, 

这是一个矛盾。 
故综上所述，可得 ( ) ( )f z g z≡ 。定理 1 证毕。 

定理 2 的证明类似定理 1。 
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