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Abstract 
Exponential sums play a key role in analytic number theory. In this paper, we establish bounds for 
double exponential sums by means of inequality and congruence. We then apply our estimate to 
obtain results on congruence equation. 
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摘  要 

指数和在解析数论中扮演着非常重要的角色。在本文中，我们利用不等式以及同余等手段给出了二重指

数和的边界，然后用该估计得到了有关于同余方程上的结果。 
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1. 引言 

设 r 是一个很大的整数，另设 g 是与 r 互质的整数且其模 r 的阶记为 T。给定两个连续的整数区间

{ }1, 2, ,u u u NΝ = + + + ， { }1, 2, ,v v v MΜ = + + + ，其中 N r≤ ， M T≤ ，我们定义二重指数和 

( ) ( ), , , ; , m
a r g n m r

n m
S e angα β

∈Ν ∈Μ

Α Β Ν Μ = ∑ ∑ , 

其中 ( ) 2e iz r
re z π= ， nα 和 mβ 都是复数且 nα ， 1mβ ≤ 。 

当 r 为素数 p 时，Boyrgain [1]对于非常小的区间 N 和 M 估计了 

( ) ( ), , , m
a p g p

n m
S e ang

∈Ν ∈Μ

Ν Μ = ∑ ∑  

关于此方面的内容也可以参考[2]。最近，Shparlinski [3]和Garaev [4]分别得到了关于 ( ), , , ; ,a p gS Α Β Ν Μ

的新的估计。 
在本文中，我们主要给出 ( ), , , ; ,a r gS Α Β Ν Μ 的边界，并由得到的结果给出同余方面的应用。文中会用

到一些符号，例如 A B 表示存在常数 0c > 使得 A cB< 。另外， A B 表示 ( )1oA r B< 。 

2. 主要结果 

定理 2.1：对于 *
ra∀ ∈Ζ ，我们有 

( ) 1 4 3 4 3 4
, , , ; ,a r gS r M NΑ Β Ν Μ << . 

取 2r p= ，则可推导出如下结果。 
定理 2.2：设 0ε > 是一个很小的常数， iΝ 和 iΜ 是连续的整数区间且其阶满足 

9 16
ir N r ε+≥ Ν = > , 1 2

i T r ε+Μ = > , 1, 2, ,6i =   

那么对于任意整数λ ，同余方程 

( )61 2
1 2 6 modyy yx g x g x g rλ+ + + ≡ , i ix ∈Ν , i iy ∈Μ  

的解的个数 

( ) ( )( )
6

1
NT

O r
r

δ−∆ = + , 其中 ( ) 0δ δ ε= > . 

3. 引理 

引理 3.1：当 ( )0 modb r≡ 时， ( )
1

0

r

re b r
λ

λ
−

=

=∑ ；否则其值为 0。 

证明：当 ( )0 modb r≡ 时，求和号中每项均为 1，因此和为 r； 

反过来， ( ) ( )
( )

1

0

1
0

1

rr
r

r
r

e b
e b

e bλ

λ
λ

λ

−

=

−
= =

−∑ 。 

证毕。 
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在 Bourgain [5]的定理 1 中取 1v = ，我们得到 
引理 3.2：设Γ是 *

rΖ 的一个子群。如果 1 2rΓ > ，那么对于任意正整数 h，同余方程 ( )1 2 modux x r≡ ，

其中正整数 1 2,x x h≤ 且 u∈Γ的解的个数 
3 4 1 4 2 1h r h r− −Λ Γ + Γ . 

推论 3.3：设 Γ是 *
rΖ 的一个子群。如果 1 2rΓ > ，那么对于任意正整数 h，同余方程 ( )1 1 2 2 modu x u x r≡ ，

其中正整数 1 2,x x h≤ 且 1 2,u u ∈Γ的解的个数 
7 4 21 4 2 1

1 h r h r− −Λ Γ + Γ . 

结合 Garaev [4]中的引理 2，我们有 
引理 3.4：设 ( ), , , ; ,a r gS Α Β Ν Μ 中 NΝ = ， TΜ = ，那么同余方程 

( )1 2
1 2 mody yx g x g r≡ , 1 2,x x ∈Ν , 1 2,y y ∈Μ  

的解的个数 
2 7 4 1 4 2 2 1J T NT r N T r− −+ + . 

4. 定理 2.1 的证明 

重新排列顺序并利用 Cauchy-Schwarz 不等式，我们有 

( ) ( )

( )( )

( )( )

1 2
1 2

1 2

2
2 2

, ,

1 2
,

1 2
,

, ; , m
a r g m n r

m m n

m
n n r

m n n

m
r

n n m

S e ang

M e ag n n

M e ag n n

β α

α α

∈Μ ∈Μ ∈Ν

∈Μ ∈Ν

∈Ν ∈Μ

  Α Β Ν Μ ≤   
  

= −

≤ −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

. 

因此，如果我们定义 Iλ 为同余方程 

( )1 2 modn n rλ− ≡ , 1 2,n n ∈Ν  

的解的个数，那么 

( ) ( )
12

, ,
0

, ; ,
r

m
a r g r

m
S M I e agλ

λ
λ

−

= ∈Μ

Α Β Ν Μ ≤ ∑ ∑                          (1) 

再次应用 Cauchy-Schwarz 不等式，我们得到 

( ) ( )
1 21 2 21 1 1

2

0 0 0

r r r
m m

r r
m m

I e ag I e agλ λ
λ λ λ

λ λ
− − −

= ∈Μ = = ∈Μ

  ≤        
∑ ∑ ∑ ∑ ∑                     (2) 

然而，因为 1 2,n n ∈Ν，所以我们有 
1

2 2 2 2 3

0
1 2

r
I N Nλ

λ

−

=

<< + + + <<∑                              (3) 

另一方面， 

( ) ( ) ( )

( )( )

1 2

1 2

1 2

1 2

21 1

0 0

1

, 0

r r
m mm

r r r
m m m

r
m m

r
m m

e ag e ag e ag

e a g g

λ λ

λ

λ λ λ

λ

− −

= ∈Μ = ∈Μ ∈Μ

−

∈Μ =

=

= −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
. 
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由引理 3.1，当 ( )1 2 0 modm mg g r− ≡ 时， ( )( )1 2
1

0

r
m m

re a g g r
λ

λ
−

=

− =∑ ；否则其值为 0。 

所以 

( )
21

0

r
m

r
m

e ag Mr
λ

λ
−

= ∈Μ

=∑ ∑ .                                (4) 

将(3)和(4)代入(2)，得 

( )
1

3 2 1 2 1 2

0

r
m

r
m

I e ag N M rλ
λ

λ
−

= ∈Μ

<<∑ ∑ . 

再将其代入(1)，我们便有 

( ) 2 3 2 1 2 1 2
, , , ; ,a r gS M N rΑ Β Ν Μ << . 

因此，定理 2.1 得证。 

5. 定理 2.2 的证明 

首先，我们将∆改写为 

( ) ( )
1 6

0 1

1

j j

r
y

r r
a j x y

e axg e a
r

λ
−

= = ∈Ν ∈Μ

 
∆ = −  

 
∑∏ ∑ ∑ .                        (5) 

当 2r p= 时，若 ( )gcd , 1a r ≠ ，则定理 2.1 证明中的(4)为 

( )
21

1 2

0

r
m

r
m

e ag Mr r V
λ

λ
−

= ∈Μ

≤ +∑ ∑  

其中 V 为同余方程 

( )1 2 1 20 modm mg g r− ≡ , 1 2,m m ∈Μ  

的解的个数。 
因此， 

( )
21

0

r
m

r
m

e ag Mr
λ

λ
−

= ∈Μ

<<∑ ∑ . 

从而对于正整数 a，我们恒有 

( ) 1 4 3 4 3 4
, , , ; ,a r gS r M NΑ Β Ν Μ << . 

在(5)中，将 0a = 的项分离，并利用上述结果，我们有 

( ) ( )0
1

6 4 4
1 4 3 4 3 4

1 64
1 1 1

1
j j j

NTNT W r N T W
r r

δ
δ

+
+

= = =

∆ − < ≤∏ ∏ ∏                       (6) 

其中 00
2
εδ< < ， 1 0δ > 且 

( ) ( )
5 5 6 6

1

1

1 r
y y

r r
a x y x y

W e axg e axg
r

−

= ∈Ν ∈Μ ∈Ν ∈Μ

= ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . 

利用 Cauchy-Schwarz 不等式，我们得到 
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( ) ( )
5 5 6 6

2 2
1 1

5 6
0 0

1 1r r
y y

r r
a x y a x y

W e axg e axg T T
r r

− −

= ∈Ν ∈Μ = ∈Ν ∈Μ

≤ =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑                (7) 

其中 iT 是同余方程 

( )1 2
1 2 mody yx g x g r≡ , 1 2, ix x ∈Ν , 1 2, iy y ∈Μ  

的解的个数。 
由引理 3.4，我们有 

2

2 2
2 2

15 162 1 4 1 4
1 1 1

i
N TT N T

N NT r r r δ+
 + + < 
 

 , 其中 2 0δ > . 

将其代入(7)，得 

3

2 2

15 16

N TW
r δ+≤ , 其中 3 0δ > . 

代入(6)，我们有 

( ) ( )
6 6

1
1 1

1 1
j j

NT NT
r r δ+

= =

∆ − <∏ ∏ , 其中 0δ > . 

证毕。 
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