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Abstract 
Let A be a C*-algebra and E be a Hilbert C*-module over A. In this paper, the completely positive 
rank and homogeneous rank of the compact operator ideal K(E) on E are studied, and it is proved 
that the ranks of K(E) do not exceed n when the two ranks of A do not exceed n. 
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摘  要 

设A为C*-代数，E为A上的Hilbert C*-模。本文研究了E上紧算子理想 ( )K E 的完全正秩与齐次秩，证明了

当A的这两种秩不超过n时， ( )K E 的秩亦不超过n。 
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1. 引言 

Hilbert C*-模最初是 1953 年 I. Kaplansky [1]在交换单位代数上提出的，在 20 世纪 70 年代，该理论被

拓展到非交换 C*-代数。非交换维数是覆盖维数在非交换 C*-代数的推广，21 世纪初 W. Winter 提出了完

全正秩[2]和齐次秩[3]，有力地推动了 C*-代数的分类。 
在已有理论的基础上，本文研究了 Hilbert C*-模上紧算子理想的保持完全正秩和齐次秩的条件，证明

了当 A 的这两种秩不超过 n 时， ( )K E 的秩亦不超过 n。 

2. 预备知识 

定义 1.1 [2] 设 A 是 C*-代数，F 是有限维 C*-代数，对{ }0 1, , ne e F+ ⊂ 如果 ie 是相互正交的最小投影，

则称{ }0 1, , ne e + 是基本集。 

定义 1.2 [4] 设 A，B 是 C*-代数， : A Bρ → 是线性映射且满足对任意的正元 a A∈ ， ( )a Bρ ∈ 也是正

元，则称 ρ 是正线性映射，若对任意的 n， ( ) ( ) ( ):n
n nM A M Bρ → ， ( ) ( )( ), ,i j i ja aρ 都是正线性映射，

则称 ρ 是完全正线性映射，简称完全正映射。 
定义 1.3 [2] 设 A 是 C*-代数，F 是有限维 C*-代数。对完全正映射 : F Aϕ → ，如果 n 是满足对 F 中的

任意基本集{ }0 1, , ne e + 都存在 { }, 0,1, , 1i j n∈ + 使得 ( ) ( )i je eϕ ϕ⊥ 的最小整数，则称ϕ 的严格阶等于 n。 

定义 1.4 [2] 设 A 是 C*-代数，如果对任意 1, , ka a A∈ ， 0ε > ，都存在对{ }1, , ka a 的关于ε 的完全

正逼近 ( ), ,F ψ ϕ 使得ϕ 的严格阶不超过 n，则称 A 的完全正秩小于等于 n，记作 cprA n≤ 。如果 n 是使得

cprA n≤ 成立的最小整数，则称 cprA n= 。 

定义 1.5 [3] 设 A 是 C*-代数， 1:
i

s
i rF M Aϕ == ⊕ → 是完全正映射收缩， : sl F→ 为典范单位嵌入。

如果任给 { }1, ,i s∈  ， ( )| 0
riMord ϕ = ，则称ϕ 是分段齐次的，如果ϕ 是分段齐次的，且 ( )ord l nϕ = ，

则称ϕ 是严格阶为 n 的分段齐次。 
定义 1.6 [3] 设 A 是 C*-代数，如果对任意 1, , ka a A∈ ， 0ε > ，都存在对{ }1, , ka a 的关于ε 的完全

正逼近 ( ), ,F ψ ϕ ，使得ϕ 是严格阶不超过 n 的分段齐次，则称 A 的齐次秩不超过 n，记作 hrA n≤ 。 

3. 完全正秩 

引理 2.1 设 A 为单的 C*-代数，H 为可分的 Hilbert 空间，则 ( )( )Acpr K H cprA≤ 。 

证明：因为 ( )( ) 0ncpr M = ，由[2]命题 2.11， 

( )( ) ( )( )lim 0ncpr K H cpr M−≤ = . 

因为 A 是单的，由[3]定理 3.2.4， 

cprA hrA= , ( )( ) ( )( ) 0hr K H cpr K H= = .  

由[3]命题 3.1.4，得 
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( )( ) ( )( )
( )( )( )( )

( )( )( )( )

1 1 1

1 1 1

cpr K H A hr K H A

hr K H hrA

cpr K H cprA

cprA

⊗ ≤ ⊗

≤ + + −

= + + −

=

. 

即 

( )( )Acpr K H cprA≤ . 

引理 2.2 设 A 为 C*-代数，令 { },B A B AΩ = < 为 的有限生成子代数 。若任给 B∈Ω，都有 cprB n≤ ，

则 cprA n≤ 。 

证明：任给有限集 F A⊂ ， 0ε > ，令 B 为 F 生成的子代数，由 cprB n≤ ，对 F B⊂ ， 0ε > ，存在

对 F 的关于ε 的完全正逼近 ( ), ,H ψ ϕ 使得 

ord nϕ ≤ .  

对 : B Hψ → ，由[5]定理 7.5，存在完全正映射收缩 : A HΨ → ，使得 

B ψΨ = , ψΨ = .  

令 :Bi B A→ 为包含映射， Bi ϕΦ =  。则 ( ), ,H Ψ Φ 为对 F 的关于 ε 的完全正逼近，并且 ord nΦ ≤ 。 

综上所述， cprA n≤ 。 
引理 2.3 设 A，F 为 C*-代数，a A+∈ ， , : F Aϕ ϕ′ → 为完全正映射，且满足任给b F∈ ， ( ) ( )b a b aϕ ϕ′ = 。

若 1 2,e e F +∈ 且满足 ( ) ( )1 2e eϕ ϕ⊥ ，则 ( ) ( )1 2e eϕ ϕ′ ′⊥ 。 

证明：令 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 1x a e a e a e a e aϕ ϕ ϕ ϕ= ，则 x A+∈ 。而 

( ) { } ( ) ( ) ( ) ( )( ) { }3 2 3
1 2 2 1\ 0 \ 0x a e e a e e aσ σ ϕ ϕ ϕ ϕ φ= = ,  

所以 ( ) { }0xσ = ，得 

( ) ( ) ( )
22

1 2 0a e a e a x r xϕ ϕ = = = ,  

因此 ( ) ( )2
1 2 0a e a e aϕ ϕ = ，即 

( ) ( )1 2e eϕ ϕ′ ′⊥ .  

定理 2.4 设 A 是 C*-代数，B 为 A 的遗传子代数，则 ( ) ( )cpr B cpr A≤ 。 

证明：设 1, , kb b B∈ ，存在关于ε 的完全正逼近 ( ), ,F ψ ϕ 使得 

ord cprAϕ ≤ .  

利用近似单位，可以找到 0b B+∈ ， 0 1b ≤ 使得 
任给 1i ≥ , 0 0i ib b b b ε− < . 

令
Bψ ψ′ = ， : F Bϕ′ → ， ( )0 0b b b bϕ ，则 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

0 0

0 0

2

i i i i

i i i i

b b b b b b

b b b b b b

ψ ϕ ψ ϕ

ψ ϕ ψ ϕ ϕ

ε

′ ′− = −

≤ − + −

≤



 .  

不妨设 cprA n= < ∞，则对 F 的每个基本集{ }0 1, , ne e + ，存在 ,i je e 使得 
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( ) ( )i je eϕ ϕ⊥ ,  

由引理 2.3， ( ) ( )i je eϕ ϕ′ ′⊥ 。因此 

ord cprAϕ′ ≤ .  

当 cprA = ∞时，显然有 ord cprAϕ′ ≤ 。 

定理 2.5 设 A 为单的 C*-代数，E 为 Hilbert-A 模。若 cprA n≤ ，则 ( )( )cpr K E n≤ 。 

证明：由引理 2.1，有 

( )( )Acpr K H cprA= ,  

E 可数生成时， A AE H H⊕ ≈ ，所以 

( ) ( )A AK E H K H⊕ ≅ .  

因为 ( )K E 为 ( )AK E H⊕ 的遗传子代数，由引理 2.2 得 

( )( ) ( )( ) ( )( )A Acpr K E cpr K E H cpr K H n≤ ⊕ = ≤ .  

E 为任意 Hilbert-A 模时： 

( )K E 可分时，设 ( ) { } 1n n
K E f ∞

=
= ，由 ( ) ( )K E F E= ，存在{ } ( )

1mn m
g F E

∞

=
⊂ ，使得 

lim
mn nm

g f
→∞

= , 

设 ,
,1

n m

m k k

K
n x ykg θ

=
=∑ ， kx E∈ ， ky E∈ 。令 E′为{ },, :1 ,1 ,1k k n mx y k K m n≤ ≤ ≤ ≤ ∞ ≤ ≤ ∞ 生成的 Hilbert-A 模。

由 ( )
mng K E′∈ ，得 ( )nf K E′∈ ，所以 ( ) ( )K E K E′⊂ ，又有 ( ) ( )K E K E′ ⊂ ，所以 ( ) ( )K E K E′= 。由 E′

为可数生成，得 ( )( )cpr K E n≤ 。 

( )K E 不可分时， ( )K E 的所有有限生成子代数可分，所以其完全正秩 n≤ ，由引理 2.2，

( )( )cpr K E n≤ 。 

4. 齐次秩 

引理 3.1 设 A 为 C*-代数，令 { }:B A B AΩ = < 为 的有限生成子代数 。若任给 B∈Ω，都有 hrB n≤ ，

则 hrA n≤ 。 
证明：任给有限集 F A⊂ ， 0ε > ，令 B 为 F 生成的子代数，由 hrB n≤ ，对 F B⊂ ， 0ε > ，存在对

F 的关于 ε 的完全正逼近 ( ), ,H ψ ϕ 使得 

ord nϕ ≤ .  

对 : B Hψ → ，由[5]定理 7.5，存在完全正映射收缩 : A HΨ → ，使得 

B ψΨ = , ψΨ = .  

令 :Bi B A→ 为包含映射， Bi ϕΦ =  。则 ( ), ,H Ψ Φ 为对 F 的关于ε 的分段齐次的完全正逼近，并且

ord nΦ ≤ 。 
综上所述， hrA n≤ 。 
引理 3.2 设 A，F 为 C*-代数， ( )1 i

s
i nF M== ⊕  ，a A+∈ ， , : F Aϕ ϕ′ → 为完全正映射，且满足 b F∀ ∈ ，

( ) ( )b a b aϕ ϕ′ = 。设 : sl F→ 为典范单位嵌入，若 21, se e ∈ 为正元，且满足 ( ) ( )1 2l e l eϕ ϕ⊥  ，则

( ) ( )1 2l e l eϕ ϕ′ ′⊥  。 
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证明：令 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 1x a l e a l e a l e a l e aϕ ϕ ϕ ϕ=     ，则 x A+∈ 。而 

( ) { } ( ) ( ) ( ) ( )( ) { }3 2 3
1 2 2 1\ 0 \ 0x a l e l e a l e l e aσ σ ϕ ϕ ϕ ϕ φ= =    , 

所以 ( ) { }0xσ = 。得 

( ) ( ) ( )
22

1 2 0a l e a l e a x r xϕ ϕ = = =  ,  

因此 ( ) ( )2
1 2 0a l e a l e aϕ ϕ =  ，即 

( ) ( )1 2l e l eϕ ϕ′ ′⊥  .  

定理 3.3 设 A 是 C*-代数，B 为 A 的遗传子代数，则 ( ) ( )hr B hr A≤ 。 
证明：设 1, , kb b B∈ ，存在关于ε 的完全正逼近 ( ), ,F ψ ϕ ， ( )1 i

s
i nF M== ⊕  ，使得 

0iordϕ = , ( )ord l hrAϕ ≤ .  

其中 ( )ni
i Mϕ ϕ=



， : sl F→ 为典范单位嵌入。利用近似单位，可以找到 0b B+∈ ， 0 1b ≤ 使得 

任给 1i ≥ , 0 0i ib b b b ε− < . 

令
Bψ ψ′ = ， : F Bϕ′ → ， ( )0 0b b b bϕ ，则 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

0 0

0 0

2

i i i i

i i i i

b b b b b b

b b b b b b

ψ ϕ ψ ϕ

ψ ϕ ψ ϕ ϕ

ε

′ ′− = −

≤ − + −

≤



 .  

设 ( )ni
i Mϕ ϕ′ ′=



，则由引理 2.3， 0iordϕ′ = 。不妨设 hrA n= < ∞，则对 s 的每个基本集{ }0 1, , ne e + ，

存在 ,i je e 使得 

( ) ( )i jl e l eϕ ϕ⊥  ,  

由引理 3.2， ( ) ( )i jl e l eϕ ϕ′ ′⊥  。因此 

( )ord l hrAϕ′ ≤ .  

当 hrA = ∞时，显然有 ( )ord l hrAϕ′ ≤ 。 

综上所述， hrB hrA≤ 。 
定理 3.4 设 A 为 C*-代数，E 为 Hilbert-A 模。若 hrA n≤ ，则 ( )( )hr K E n≤ 。 
证明：由[2]命题 3.1.4，有 

( )( ) ( )Ahr K H hr A K hrA= ⊗ ≤ .  

E 可数生成时， A AE H H⊕ ≈ ，所以 

( ) ( )A AK E H K H⊕ ≅ . 

因为 ( )K E 为 ( )AK E H⊕ 的遗传子代数，由引理 3.3 得 

( )( ) ( )( ) ( )( )A Ahr K E hr K E H hr K H n≤ ⊕ = ≤ .  

E 为任意 Hilbert-A 模时： 

( )K E 可分时，设 ( ) { } 1n n
K E f ∞

=
= ，由 ( ) ( )K E F E= ，存在{ } ( )

1mn m
g F E

∞

=
⊂ ，使得 
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lim
mn nm

g f
→∞

= .  

设 ,
,1

n m

m k k

K
n x ykg θ

=
=∑ ， kx E∈ ， ky E∈ 。令 E′为{ },, :1 ,1 ,1k k n mx y k K m n≤ ≤ ≤ ≤ ∞ ≤ ≤ ∞ 生成的 Hilber-A

模。由 ( )
mng K E′∈ ，得 ( )nf K E′∈ 。所以 ( ) ( )K E K E′⊂ ，又有 ( ) ( )K E K E′ ⊂ ，所以 ( ) ( )K E K E′= 。

由 E′为可数生成，得 ( )( )hr K E n≤ 。 

( )K E 不可分时， ( )K E 的所有有限生成子代数可分，所以其齐次秩 n≤ ，由引理 3.1， ( )( )hr K E n≤ 。 
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