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Abstract 

In this paper, we generalize the Virasoro Algebra of rank 8 constructed by Yu Demin et al. in 2013 
from two aspects. Two kinds of Virasoro Algebras are constructed by redefining the Lie operation 
and extending the rank to 2n. Their automorphism groups, centers, ideals and subalgebras are al-
so studied, respectively. 
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摘  要 

本文从两个方面推广了余德民等人在2013年构造的秩为8的Virasoro代数。通过重新定义李运算和将秩

推广至2n，分别构造了两类新的Virasoro代数，并分别研究了它们的自同构群、中心、理想、子代数等

相关性质。 
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1. 引言 

Virasoro 代数是一类复数域上重要的无限维李代数，其表示理论在共形场论和弦论中有十分重要的

应用，其研究方法和结果也促进了大量与之相关的无限维分次李代数的研究，其中对李代数进行形变与

推广是产生新代数的一种重要手段。文献[1]定义了 Virasoro-like 李代数 4g 。文献[2]-[8]对 4g 进行推广，

分别得到了一些相关的 Virasoro 李代数。余德民等人在文献[7]中构造了一类秩为 8 的 Virasoro 代数，并

对其相关性质进行研究。本文将文献[7]从两方面进行推广。一是重新定义李运算构造秩为 8 的 Virasoro
代数，二是将其推广至秩为 2n 的情形，并分别研究两类代数的自同构群及其子群、子代数、单性等相关

性质。 

2. 秩为 8 的 Virasoro 代数 
设

( ) ( )1 2 3 4 5 6 7 88
1 2 3 4 5 6 7 8

, , , , , , ,
, , , , , , ,

a a a a a a a a
a a a a a a a a Z

V CL
∈

= ⊕  为复数域 C 上的一个线性空间， 

( ) ( )
1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , , , 1, 2,3, 4,5,6,7,8ia a a a a a a aL a Z i∈ = ，在线性空间 V 上定义李运算如下： 

( ) ( )

( ) ( )
( )

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8

, , , , , , , , , , , , , ,

8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7

, , , , , , ,

,a a a a a a a a b b b b b b b b

a b a b a b a b a b a b a b a b

L L

a b b b b b b b b a a a a a a a

L + + + + + + + +

 
 
 = + + + + + + − + + + + + + 
×

 

在基上进行双线性扩张，易验证李运算满足反对称性和雅克比恒等式，故线性空间 V 关于这个李运算构

成一个新的 Virasoro 代数。 
定理 2.1 令 ( ) ( ){ }1 2 3 4 5 6 7 8| , , , , , , ,i i i i i i iP f f L L a a a a a a a aα= = ，其中 ( ) 8

1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,a a a a a a a a Zα = ∈ ，

1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,i i i i i i i 为 1，2，3，4，5，6，7 的一个排列。在 P上定义映射乘法 ,i jf f P∀ ∈ ， ( ) ( )( )i j i jf f L f f Lα α= ，

则集合 P 关于映射乘法构成一个代数，且与 7S 同构。 

证明 构造 P 到 7S 的同构映射
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7
: f

i i i i i i i
δ

 
→  

 
，易得定理成立。 

对 L Vα∀ ∈ ，定义以下变换： 

( )1f L Lα α= , ( ) ( )1 2 5 6 3 4 7 82 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = , ( ) ( )3 4 1 2 5 6 7 83 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = ,  

( ) ( )3 4 5 6 1 2 7 84 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = , ( ) ( )5 6 3 4 1 2 7 85 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = , ( ) ( )5 6 1 2 3 4 7 86 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = ,  

并将 1 2 3 4 5 6, , , , ,f f f f f f 在 V 的基向量上进行线性扩张。
 

定理 2.2  映射 1 2 3 4 5 6, , , , ,f f f f f f 是 V 的自同构。 
证明 令 ( ) 8

1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,a a a a a a a a Zα = ∈ ， ( )1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,b b b b b b b bβ = 。由于 
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( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 5 5 6 6 3 3 4 4 7 7 8 8

1 2 5 6 3 4 7 8 1 2 5 6 3 4 7 8

2

8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7

, , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , ,

2 2

,

,

, ,

a b a b a b a b a b a b a b a b

a a a a a a a a b b b b b b b b

f L L

a b b b b b b b b a a a a a a a

L

L L

f L f L

α β

α β

+ + + + + + + +

  

 = + + + + + + − + + + + + + 
×

 =  
 =  

 

故 ,x y V∀ ∈ ， [ ]( ) ( ) ( )2 2 2, ,f x y f x f y=   ，又 f2 是双射，故 f2 是 V 的同构。 

同理， 1 3 4 5 6, , , ,f f f f f 是 V 的自同构。 
定理 2.3 { }1 2 3 4 5 6, , , , ,H f f f f f f= 关于映射乘法同构于对称群 3S 。 
证明 由于三元对称群 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3 , 23 , 12 , 123 , 13 , 132S e= 。建立 3:F H S→ 。由于 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
5 6 1 2 3 4 7 82 3 6, , , , , , , 132aa a a a a a a aF f f L F L  F f Lα = = = , 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 3 23 12 132F f L F f Lα α = = , 

同理得 ,i jf f H∀ ∈ ， ( ) ( ) ( )i j i jF f f F f F f=  ，又 F 为双射，故 F 为同构映射，即 H 同构于 3S 。 
由定理 2.3 易得以下推论成立。

 
推论 2.1 αL V∀ ∈ ，定义以下变换： 

( ) ( )2 1 6 5 4 3 7 87 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = , ( ) ( )4 3 2 1 6 5 7 88 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = , ( ) ( )4 3 6 5 2 1 7 89 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = , 

( ) ( )6 5 4 3 2 1 7 810 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = , ( ) ( )6 5 2 1 4 3 7 811 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = ,
 

并将 7 8 9 10 11, , , ,f f f f f 在 V 的基向量上进行线性扩张。则 { }*
1 7 8 9 10 11, , , , ,H f f f f f f= 关于映射乘法与对称群

3S 同构。 
推论 2.2 对 αL V∀ ∈ ，定义以下变换： 

( ) ( )1 2 3 4 7 8 5 612 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = , ( ) ( )3 4 1 2 7 8 5 613 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα = , 

则 { }1 3 12 13, , ,I f f f f= 关于映射乘法构成一个 Klein 四元群。 

αL V∀ ∈ ，定义 ( ) ( )14 2

1 0nf L  L n
nα α= ≠ 。显然， 14f 有以下两种特殊情形： 

当 1n = 时， 14 1f f= ， ( )14f L Lα α= ；当 1n = − 时， 14f 是同构，记为 15f ， ( )15 -f L Lα α= 。 
推论 2.3 { }1 15,f f 在以上映射乘法的定义下构成一个二阶群。 

引理 2.1 定义 αL V∀ ∈ ， ( ) ( ) ( )
1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 2 816 1 2, , , , , , ,

1 2

1 0n a n a n a n a n a n a n a n af L  L n n
n nα = ≠ ，并将 16f 在 V 的基向量

上线性扩张，则 16f 是 V 的单自同态。 

证明 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

1 1 1 1 2 2 1 3 3 1 4 4 1 5 5 1 6 6 1 7 7 2 8 8

1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 2 8 1 1 1 2 1

16

8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7
1 2

, , , , , , ,

, , , , , , , , ,
1 2 1 2

,

1

1 1,

n a b n a b n a b n a b n a b n a b n a b n a b

n a n a n a n a n a n a n a n a n b n b n

f L L

a b b b b b b b b a a a a a a a
n n

   L

L L
n n n n

α β

+ + + + + + + +

  

 = + + + + + + − + + + + + + 

×

= ( ) ( ) ( )
3 1 4 1 5 1 6 1 7 2 8 16 16, , , , , , ,b n b n b n b n b n b f L f Lα β

   =    
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故对于 ,x y V∀ ∈ ， [ ]( ) ( ) ( )16 16 16, ,f x y f x f y=   ，易知 16f 为单射，故 16f 是 V 的单自同态。 
显然， 16f 有以下四种特殊情况： 
当 1 1n = ， 2 1n = 时， 16f 为恒等同构，即 1f ， ( )1f L Lα α= ， 
当 1 1n = ， 2 1n = − 时， 16f 为同构，记为 17f ， ( ) ( )1 2 3 4 5 6 7 817 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα −= − ， 

当 1 1n = − ， 2 1n = 时， 16f 为同构，记为 18f ， ( ) ( )1 2 3 4 5 6 7 818 , , , , , , ,a a a a a a a af L Lα − − − − − − −= − ， 

当 1 1n = − ， 2 1n = − 时， 16f 为同构，记为 19f ， ( )19f L Lα α−= 。 
定理 2.4 { }1 17 18 19, , ,M f f f f= 在以上映射乘法的定义下构成 Klein 四元群。 

证明 由题意得， ( ) ( )( ) ( )
1 2 3 4 5 6 7 817 18 17 19, , , , , , ,a a a a a a a af f L f L L f Lα α α−− − − − − − −= − = = ，又有 

( ) ( )( ) ( )
1 2 3 4 5 6 7 818 17 18 - 19, , , , , , ,a a a a a a a af f L f L L f Lα α α−= − = = ，同理， 17 19 19 17 18f f f f f= =  ， 

18 19 19 18 17f f f f f= =  ， 2 2 2
17 18 19 1f f f f= = = ，故 { }1 17 18 19, , ,M f f f f= 构成 Klein 四元群。 

对该李代数上的子代数进行探讨，得到相关结果如下。 
性质 2.1 V 无中心。 
证明 令 ( )( )

1 2 3 4 5 6 7 8
, , , , , , , 1,2, ,i i i i i i i i ia a a a a a a a i nα = =  ， 

( )1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,d d d d d d d d d= , ( )1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,r r r r r r r r r= . 

假设 V 有中心
1 21 2 nnC L C L C Lα α α+ + + ，则对 L Vβ∀ ∈ ，有 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2 3 4 5 6 7 8 1

1 2 3 4 5 6 7 8 2

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2

1 8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 4 5 6 7

2 8 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 3 4 5 6 7

8 1 2

,
nn

n n n n n n n n n

C L C L C L L

C b a a a a a a a a b b b b b b b L

C b a a a a a a a a b b b b b b b L

C b a a a a a a a a b b

α α α β

α β

α β

+

+

 + + + 

 = + + + + + + − + + + + + + 

 + + + + + + + − + + + + + + 

+

+ + + + + + + − + +





( )3 4 5 6 7 n
b b b b b Lα β+

 + + + + 

 

又由假设及李运算的反对称性，得
1 21 2 , 0

nnC L C L C L Lα α α β + + + =  。于是 

( ) ( )
1 2 3 4 5 6 7 88 1 2 3 4 5 6 7 0i i i i i i i i iC b a a a a a a a a b b b b b b b + + + + + + − + + + + + + =  , 

1,2, ,i n=  , 

故 8

1 2 3 4 5 6 7

8

1 2 3 4 5 6 7

i

i i i i i i i

ab
b b b b b b b a a a a a a a

=
+ + + + + + + + + + + +

或 ( )0 1,2, ,iC i n= =  ，而存在 dL V∈ ，有

8 8

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

d b
d d d d d d d b b b b b b b

≠
+ + + + + + + + + + + +

。 

故若 ( )1,2, ,iC i n=  不全为 0，存在 dL V∈ ，有 

1 2 1 21 2 1 2, ,
n na a n a d d a a n aC L C L C L L L C L C L C L   + + + ≠ + + +     . 

而 ( )0 1,2, ,iC i n= =  时， rL V∀ ∈ ，有 [ ] [ ]0, ,0r rL L= 。故 V 为无中心的 Virasoro 代数。 
性质 2.2 设 8V 为 ( ) ( ){ }1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , , , , , , , , , | ,ib t b t b t b t b t b t b b b  t b t b t b t b t b t b bL L b t Z+ − + − + − − + − + − +− ∈ 构成的李代数，则 8V 是

V 的非零真理想，V 不是单李代数。 
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证明 因为 αL V∀ ∈ ， ( ) ( )1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8 8, , , , , , , , , , , , , ,b t b t b t b t b t b t b b b t b t b t b t b t b t b bL L V+ − + − + − − + − + − +− ∈ 有 

( ) ( )

( ) ( )

( )(

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8

1

, , , , , , , , , , , , , ,

8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7

, - , , - , , - , ,

,b t b t b t b t b t b t b b b  t b t b t b t b t b t b b

b t a b t a b t a b t a b t a b t a b a b a

b t a

L L L

b a a a a a a a a b b b b b b b

L

L

α+ − + − + − − + − + − +

+ + + + + + + + + + +

− +

 − 
 = + + + + + + − + + + + + + 

×

− ( ) )1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 8, , - , , , , , .b t a b t a b t a b t a b t a b a b a V+ + + + + − + + + + + ∈

 

可以确定 L Vα∀ ∈ 而 8L Vα ∉ 。假设 8L Vα ∈ ，则一定有 

( ) ( )1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , , , , , , , , ,
1 i i i i i i i i i i i i i i i i

n

i k t k t k t k t k t k t k k k t k t k t k t k t k t k k
i

L k L Lα + − + − + − − + − + − +
=

 = − 
 ∑ , 

显然矛盾。故 8V 是 V 的非零真理想，V 不是单李代数。 

由于 L Vα∀ ∈ ， ( )1, 1, 1, 1, 1, 1,6,0 , 0L Lα− − − − − − =   ，易得以下结论。 
性质 2.3 由 ( )1, 1, 1, 1, 1, 1,6,0L − − − − − − 构成的子空间为 V 的一维交换理想，即 V 不是半单李代数。 

性质 2.4 设

8 1 2 3 4 5 6 7

8 1 2 3 4 5 6 7

8 1 2 3 4 5 6 7

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

n n n n n n n n

a a a a a a a a

a a a a a a a a
N

a a a a a a a a

+ + + + + + 
 

+ + + + + + =  
 
 + + + + + + 

 

，其中矩阵元素均为整数，则由基向量 

1 2
, , ,

n
L L Lα α α 构成的子空间是 V 的交换子代数。 

证明 由于 ( ) 2r N < 则 ( ) 0r N = 或 ( ) 1r N = 。 
若 ( ) 0r N = ，则矩阵 N 中的每个行向量皆是 0，故对任意的 ( )1,2, ,i i n=  都有

8
0ia = ，

1 2 3 4 5 6 7
0i i i i i i ia a a a a a a+ + + + + + = 。故结论成立。 

若 ( ) 1r N = ，则 N 的任意一个子矩阵 ( )8 1 2 3 4 5 6 7

8 1 2 3 4 5 6 7

i i i i i i i i

j j j j j j j j

a a a a a a a a
P i j

a a a a a a a a

+ + + + + + 
= ∀ ≠  + + + + + + 

都满足 

( ) 1r P < 或 ( ) 1r P = 。故 0P = ，即 

( ) ( )8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 0i j j j j j j j j i i i i i i ia a a a a a a a a a a a a a a a+ + + + + + − + + + + + + = . 

综上，由基向量
1 2
, , ,

n
L L Lα α α 生成的子空间是 V 的交换子代数。 

性质 2.5 设V +是根据基向量 { }( )*, 1,2,3,4,5,6,7,8iL a N iα ∈ ∈ 构成的 V 的线性子空间，则V +中不存在

二维非交换李子代数。 
证明 令 ( )( )

1 2 3 4 5 6 7 8
, , , , , , , 1,2, ,j j j j j j j j jb b b b b b b b j nβ = =  。假设V +中存在二维非交换李子代数，那么 

V +中有基向量 x，y， [ ],x y x= 。令
1

i

n

i a
i

x k L
=

= ∑ ， 0ik ≠ ，
1

j

n

j
j

y k Lβ
=

= ∑ ， 0jk ≠ ，那么 x 与 y 已按字典序 

排列。由 

[ ]

( ) ( )

( )

8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8

1 1

, , , , , , ,

,

,
i j i j i j i j i j i j i j i j

n n

i j i j j j j j j j j i i i i i i i
i j

a b a b a b a b a b a b a b a b

x x y

   k q a b b b b b b b b a a a a a a a

      L
= =

+ + + + + + + +

=

 = + + + + + + − + + + + + + 

×

∑∑  

则 [ ],x y 上的极小项为
1 1

Lα β+ ，极小项系数为 
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( ) ( )8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 71 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1k q a b b b b b b b b a a a a a a a + + + + + + − + + + + + +  , 

而 x 的极小项为
1aL ，极小项系数为 1k 。 

由 ( )1 1, 1,2,3,4,5,6,7,8
i i

a b Z i+∈ = ，故
1 1 1

L Lα β α+ ≠ ，故 1 0k = 。而由题意 0ik∀ ≠ ，故V +中不存在二维

非交换李子代数。 
构造 7 个李代数 1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,A A A A A A A 。显然它们都是 C 上线性空间，其基向量都是

( )1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,L a a a a a a a a Zα ∈ 。依次作如下定义， 

1A 上李运算： ( ) ( )1 8 2 3 4 5 6 7 1 8 2 3 4 5 6 7,L L a b b b b b b b b a a a a a a a Lα β α β+   = + + + + + + − + + + + + +   ， 

2A 上李运算： ( ) ( )2 1 8 3 4 5 6 7 2 1 8 3 4 5 6 7,L L a b b b b b b b b a a a a a a a Lα β α β+   = + + + + + + − + + + + + +   ， 

3A 上李运算： ( ) ( )3 1 2 8 4 5 6 7 3 1 2 8 4 5 6 7,L L a b b b b b b b b a a a a a a a Lα β α β+   = + + + + + + − + + + + + +   ， 

4A 上李运算： ( ) ( )4 1 2 3 8 5 6 7 4 1 2 3 8 5 6 7,L L a b b b b b b b b a a a a a a a Lα β α β+   = + + + + + + − + + + + + +   ， 

5A 上李运算： ( ) ( )5 1 2 3 4 8 6 7 5 1 2 3 4 8 6 7,L L a b b b b b b b b a a a a a a a Lα β α β+   = + + + + + + − + + + + + +   ， 

6A 上李运算： ( ) ( )6 1 2 3 4 5 8 7 6 1 2 3 4 5 8 7,L L a b b b b b b b b a a a a a a a Lα β α β+   = + + + + + + − + + + + + +   ， 

7A 上李运算： ( ) ( )7 1 2 3 4 5 6 8 7 1 2 3 4 5 6 8,L L a b b b b b b b b a a a a a a a Lα β α β+   = + + + + + + − + + + + + +   。 

定理 2.5 代数 1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,A A A A A A A 都与 V 同构。 
证明 αL V∀ ∈ ，构造 20 1:f V A→ ， ( ) ( )20 8 2 3 4 5 6 7 1, , , , , , ,f L L a a a a a a a aα = 。由于 

( )
( ) ( )
( )

( ) ( )
8 8 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 1 1

20

8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7

, , , , , , ,

20 20

,

, ,

a b a b a b a b a b a b a b a b

f L L

a b b b b b b b b a a a a a a a

   L

f L f L

α β

α β

+ + + + + + + +

  

 = + + + + + + − + + + + + + 
×

 =  

 

故 ,x y V∀ ∈ ， [ ]( ) ( ) ( )20 20 20, ,f x y f x f y =  ，且 20f 是双射，故 20f 为同构映射，V 与 1A 同构。 
同理， L Vα∀ ∈ ，定义 

( ) ( )21 1 8 3 4 5 6 7 2, , , , , , ,f L L a a a a a a a aα = , ( ) ( )22 1 2 8 4 5 6 7 3, , , , , , ,f L L a a a a a a a aα = , 

( ) ( )23 1 2 3 8 5 6 7 4, , , , , , ,f L L a a a a a a a aα = , ( ) ( )24 1 2 3 4 8 6 7 5, , , , , , ,f L L a a a a a a a aα = , 

( ) ( )25 1 2 3 4 5 8 7 6, , , , , , ,f L L a a a a a a a aα = , ( ) ( )26 1 2 3 4 5 6 8 7, , , , , , ,f L L a a a a a a a aα = , 

则 21 22 23 24 25 26, , , , ,f f f f f f 都为同构映射，即代数 1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,A A A A A A A 都与 V 同构。 

3. 秩为 2n 的 Virasoro 代数 

将文献[7]基元的秩推广至 2n，可得一类新的 Virasoro 代数如下。 
设

( ) ( )2 1 2 2
1 2 2

, , ,
, , , n n

n
a a a

a a a Z
U CL

∈
= ⊕





为复数域 C 上一线性空间，基为 ( ) ( )
1 2 2, , , , 1,2, ,2

n ia a aL a Z i n∈ =


 ，在线

性空间 U 上定义李运算如下： 

( ) ( )

( )( )
( )( ) ( )

1 2 2 1 2 2

1 1 2 2 2 2

, , , , , ,

1 2 2 1 2

1 2 2 1 2 , , ,

,
n n

n n

a a a b b b

n n n n

n n n n a b a b a b

L L

a a a b b b

b b b a a a L
+ +

+ + + + +

 
 
= + + + + + +

− + + + + + + 

 



 

 
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在基上双线性扩张，可由定义分别验证该运算满足反对称性和雅克比恒等式，从而得到该线性空间 U 关

于所定义的运算构成一个新的无限维李代数。 

定理 3.1 令 ( ) 2
1 2 2, , , n

na a a Zα′ = ∈ ， ( ) ( ){ }1 2 21 2
1 , , , , , , ,

|
i i i n n nna a a a a a

P f f L Lα
+ +

′′= =
 

， 

( ) ( ){ }1 2 1 2
2 , , , , , , ,

|
n i i ina a a a a a

P f f L Lα′′ = =
 

，其中 1 2, , , ni i i 与 1 2 2, , ,n n ni i i+ +  分别是1,2, ,n 和 1, 2, ,2n n n+ +  的 

排列。定义映射乘法为 ( ) ( )( )i j i jh h L h h Lα α′ ′= ， 1 2, ,i jh h P P′ ′∀ ∈ ，则 1 2,P P′ ′关于映射乘法都构成自同构群，

且与对称群 nS 同构。 
证明 分别构造 1 2,P P′ ′到对称群 nS 的映射： 

1
1 2

1 2
:

n

n
f

i i i
δ

 
→  

 





, 2
1 2

1 2
:

n

n
f

i i i
δ

 
→  

 





. 

易得 1 2,δ δ 分别是集合 1 2,P P′ ′与 nS 之间的同构映射。故 1 2,P P′ ′关于映射乘法都构成自同构群，且与对称群 nS
同构。 

对于 1P′中元素， L Uα′∀ ∈ ，定义 

( ) ( )1 2 2 1 2 2 1 2 2 21 , , , , , , , , , , ,k k k k k k na a a a a a a a ah L Lα + + + +′ =
  

, 

( ) ( )2 1 2 2 3 1 2 2 1 2 3 1 3 2 22 , , , , , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a ah L Lα + + + + + +′ =
   

, 

( ) ( )2 1 2 2 3 1 2 1 2 2 3 1 3 2 23 , , , , , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a ah L Lα + + + + + +′ =
   

, 

( ) ( )1 2 2 1 2 2 3 1 2 2 3 1 3 2 24 , , , , , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a ah L Lα + + + + + +′ =
   

, 

( ) ( )1 2 2 2 1 2 2 3 1 2 3 1 3 2 25 , , , , , , , , , ,..., , , , ,k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a ah L Lα + + + + + +′ =
  

, 

其中 k Z∈ ，且 4k n< ，将 1 2 3 4 5, , , ,h h h h h 分别在 U 的基向量上线性扩张。 
定理 3.2 1 2 3 4 5, , , ,h h h h h 是 U 的同构。 
证明 令 ( )1 2 2, , , nb b bβ ′ =  。由 

( )
( )( ) ( )( )
( )1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2

1

1 2 2 1 2 1 2 2 1 2

, , , , , , , , , , ,

,

,
k k k k k k k k k k k k n n

n n n n n n n n

a b a b a b a b a b a b a b a b a b

h L L

a a a b b b b b b a a a

L

α β

+ + + + + + + +

′ ′

+ + + +

+ + + + + + + + +

  

 = + + + + + + − + + + + + + 
×

  

     

又由 

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )

1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2

1 1

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2

1 2 2 1

,

,
k k k k k k n k k k k k k na a a a a a a a a b b b b b b b b b

n n n k k k k k k n

n n n k k

h L h L

L L

a a a b b b b b b b b b

    b b b a a

α β

+ + + + + + + +

′ ′

+ + + + + +

+ + + +

  
 =  
= + + + + + + + + + + + + + +
− + + + +

     

   

 ( )
( )1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 1 2 2

, , , , , , , , , , , .
k k k k k k k k k k k k n n

k k k k n

a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a a a a a a a

    L
+ + + + + + + +

+ +

+ + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + 
×

  

  

 

由 4k n< ，故 

1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2k k k k k k n nb b b b b b b b b b b b+ + + ++ + + + + + + + + + + = + + +    , 

1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2k k k k k k n na a a a a a a a a a a a+ + + ++ + + + + + + + + + + = + + +    . 
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于是 ( ) ( ) ( )1 1 1, ,h L L h L h Lα β α β′ ′ ′ ′   =   ， ,x y U∀ ∈ ， [ ]( ) ( ) ( )1 1 1, ,h x y h x h y =   ， 1h 是同态映射。由于 1h 为

双射，故 1h 为 U 的同构。同理， 2 3 4 5, , ,h h h h 都是 U 的同构。 
定理 3.3 { }1 2 3 4 5, , , , ,H h h h h hε′ = 在关于映射乘法同构于对称群 3S 。 
证明 由于 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3 , 23 , 12 , 123 , 13 , 132S e= 。建立 3:F H S′ ′→ 。由 

( )( )
( )( )
( )( )

( )

2 3

1 2 2 1 2 2 3 1 2 2 3 1 3 2 2

4

, , , , , , , , , , , , , , ,

23 ,

k k k k k k k k k n

F h h L

F L a a a a a a a a a a a a  

F h L

α

α

′

+ + + + + +

′

′

′=

′=

=



   

 

又由 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 3 13 132 23F h L F h Lα α′ ′′ ′ = = ， ( ) ( ) ( )2 3 2 3F h h F h F h′ ′=  。 
同理，可得 ,i jh h H ′∀ ∈ ， ( ) ( ) ( )i j i jF h h F h F h′ ′ ′=  ，又 F ′为双射，故 F ′为同构映射。即 H ′在以

上映射乘法的定义下同构于三元对称群 3S 。 
对于 1P' 中元素， L Uα′∀ ∈ ，定义 

( ) ( )2 2 1 1 1 1 2 1 2 2 26 , , , , , , , , , , ,k k k k k k k na a a a a a a a ah L Lα − + − + +′ =
  

, 

( ) ( )3 3 1 2 1 2 2 1 1 1 1 3 1 3 2 27 , , , , , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a ah L Lα − + = + − + +′ =
   

, 

( ) ( )3 3 1 2 1 1 1 2 2 1 1 3 1 3 2 28 , , , , , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a ah L Lα − + − − + + +′ =
   

,
 

( ) ( )1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 1 3 1 3 2 29 , , , , , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a ah L Lα − − + − + + +′ =
   

, 

( ) ( )2 2 1 1 3 3 1 2 1 1 1 3 1 3 2 210 , , , , , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a ah L Lα − + = + − + +′ =
   

. 

由定理 3.3 易得以下推论成立。 
推论 3.1 { }6 7 8 9 10, , , , ,H h h h h hε∗′ = 关于映射乘法同构于对称群 3S 。 
对于 1P' 中元素， L Uα′∀ ∈ ，定义 

( ) ( )1 2 2 3 1 3 2 4 2 1 2 2 3 4 1 4 2 211 , , , , , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a ah L Lα + + + + + +′ =
   

, 

( ) ( )1 2 2 1 2 3 1 3 2 4 2 1 2 2 3 4 1 4 2 212 , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a a a a ah L Lα + + + + + + + +′ =
    

. 

定理 3.4 { }1 11 12, , ,I e h h h′ = 关于映射乘法构成 Klein 四元群。 
证明 由定义， 

( ) ( ) ( )
1 2 2 1 2 3 1 3 2 4 2 1 2 2 3 4 1 4 2 21 11 12, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a a a a ah h L L h Lα α+ + + + + + + +′ ′= =

    

 . 

又有 ( ) ( ) ( )
1 2 2 1 2 3 1 3 2 4 2 1 2 2 3 4 1 4 2 211 1 12, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,k k k k k k k k k k k k na a a a a a a a a a a a a a ah h L L h Lα α+ + + + + + + +′ ′= =

    

 ，同理，得 

1 12 12 1 11h h h h h= =  ， 11 12 12 11 1h h h h h= =  ， 2 2
1 11 12h h h e= = = 。故 I ′构成 Klein 四元群。 

L Uα′∀ ∈ ，构造 13 :h U U→ ， ( ) ( )13 2
1 0mh L  L m

mα α′ ′= ≠ ，则 13h 有以下两种特殊情形： 

当 1m = 时， 13h 是恒等同构，即 13h e= ， ( )13h L Lα α′ ′= ， 
当 1m = − 时， 13h 是同构，记为 14h ， ( )14h L Lα α′ ′−= 。 
推论 3.2 { }14,e h 关于映射乘法构成一个二阶群。 

引理 3.1 L Uα′∀ ∈ ，构造 ( ) ( )1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 215 , , , , , , ,
1 2

1 , 0
n n n nm a m a m a m a m a m ah L  L n

m mα + +′ = ≠
 

，则 15h 是 U 的单自同态。 
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证明 

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

1 1 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 2 1 1 1

15

1 2 2 1 2 1 2 2 1 2
1 2

, , , , , , ,

, , , , , , , ,
1 2 1 2

,

1

1 1,

n n n n n n n n

n n n n

n n n n n n n n

m a b m a b m a b m a b m a b m a b

m a m a m a m a m a m a m b m

h L L

 a a a b b b b b b a a a
m m

  L

L L
m m m m

α β

+ + + +

+ +

′ ′

+ + + +

+ + + + + +

  

 = + + + + + + − + + + + + + 

×

=

 

 

   

( )

( ) ( )
2 1 2 1 2 2 2 2, , , , , ,

15 15, ,

n n n nb m b m b m b m b

h L h Lα β

+ +

′ ′

 
 
 
 =  

 

 

故有 ,x y U∀ ∈ ， [ ]( ) ( ) ( )15 15 15, ,h x y h x h y =  ，又 15h 为单射，故 15h 是单自同态。 
显然， 15h 有四种特殊情况： 
当 1 1m = ， 2 1m = 时， 15h 为恒等同构，即 e， ( )15h L Lα α′ ′= ， 
当 1 1m = ， 2 1m = − 时， 15h 为同构，记为 16h ， ( ) ( )1 2 1 2 216 , , , , , , ,n n n na a a a a ah L Lα + +′ − − −= −

 

， 
当 1 1m = − ， 2 1m = 时， 15h 为同构，记为 17h ， ( ) ( )1 2 1 2 217 , , , , , , ,n n n na a a a a ah L Lα + +′ − − −= −

 

， 
当 1 1m = − ， 2 1m = − 时， 15h 为同构，记为 18h ， ( )18h L Lα α′ ′−= 。 
定理 3.5 { }16 17 18, , ,M e h h h= 关于映射乘法构成 Klein 四元群。 
以下结果与秩为 8 的代数类似，不再证明。 
性质 3.1 U 无中心。 
性质 3.2 设 nU 为 ( )1 2 1 2 2 2 1 2 2 2, , , , , , , , , , ,k k k k k k nb t b t b t b t b t b t b b bL Lβ + + + +′ − − − + + +−

  

{ }( ), , 1,2, ,2ib t Z i n∈ ∈  构成的李代数。

则 nU 是 U 的非零真理想，U 不是单李代数。 
性质 3.3 由

( )2 2 3

2 , 2 , , 2 , , , , , 0,0, ,0
k k n k

m m m m m m

L

−

 
 
− − − 
 
 

  

  

个 个 个

构成的一维子空间是U的一维交换理想，即 U不是半单李代数。 

性质 3.4 设

1 2 2 1 2 1

1 2 2 1 2 1

1 2 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

n n n n n

n n n n n

n n n n nm m m m m m m

a a a a a a a

a a a a a a a
N

a a a a a a a

+ + −

+ + −

+ + −

+ + + + + + + 
 

+ + + + + + + ′ =  
 
 + + + + + + + 

 

 

 

 

，其中矩阵元素均为整数，则由 

基向量
1 2
, , ,

m
L L Lα α α′ ′ ′ 构成的子空间是 U 的交换子代数。 
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