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Abstract 

In this paper, we obtain that the commutator b,Ωµ  generated by Marcinkiewicz integral Ωµ  with

( )L Llog− ρδ  kernel and weighted Lipschitz function b, has ( ) ( )( )p q qH L 1, −ω ω  and ( )
 
  
 

n
nH L1,, ∞+β ω  

boundedness. 
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摘  要 

本文证明核函数满足 ( )L Llog− ρδ 条件的Marcinkiewicz积分 Ωµ 与加权Lipschitz函数b生成的交换子

b,Ωµ 具有 ( ) ( )( )p q qH L 1, −ω ω 和 ( )
 
  
 

n
nH L1,, ∞+β ω 有界性。 
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1. 引言 

设 1nS − 是 nR 上的单位球面且具有标准的 Lebesgue 测度， ( )1nL S∞ −Ω∈ 是 1nS − 上的零次齐次函数且满 

足：对任意的 0, xx x
x

′≠ = ， 

( ) ( )1 d 0.nS
x xσ− ′ ′Ω =∫                                  (1.1) 

定义 Marcinkiewicz 积分算子为 

( )( ) ( ) ( )

1
2 2

1 30

dd .nx y t

x y tf x f y y
tx y

µ
∞

Ω −− ≤

 Ω − =  − 
 
∫ ∫  

由 Marcinkiewicz 积分 µΩ 和适当的函数 b 生成的交换子定义为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2 2

, 1 30

dd .b nx y t

x y tf x b x b y f y y
tx y

µ
∞

Ω −− ≤

 Ω − = −   − 
 
∫ ∫  

如果存在常数 0C > 和 1ρ > ，使得对任意的 1
1 2, ny y S −∈ ，有 

( ) ( )1 2

1 2

,
2log

Cy y

y y

ρΩ −Ω ≤
 
  − 

                          (1.2) 

则称Ω 满足 log 型 Lipschitz 条件。 
Marcinkiewicz首先在文[1]中给出了一维Marcinkiwicz算子 µΩ 的定义，此时 ( ) ( )signt tΩ = 。1958年，

Stein 在 [2]中定义了高维的 Marcinkiewicz 积分，并证明当 ( )1 ,0 1nLip Sα α−Ω∈ < ≤ 时， µΩ 是强

( )( ), 1 2p p p< ≤ 型和弱 ( )1,1 型的。2004 年，Lee 和 Rim 在[3]中引入 log 型 Lipschitz 条件(1.2)，并证明当
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Ω 满足(1.2)时 Marcinkiewicz 积分 µΩ 的 ( ) ( )1 1, , ,H L L BMO∞ 和 ( )( ), 1p pL L p< < ∞ 有界性。显然条件(1.2)
比 Stein 定理中的 Lipschitz 条件更弱。关于 Marcinkiewicz 积分算子有界性的结果很多，范大山、陈杰诚、

丁勇、陆善镇和 Yabuta 等人在这一领域做出了巨大贡献，文献较多就不一一枚举。 
对于 Marcinkiewicz 积分交换子，Torchinsky 和 Wang 在[4]中证明当核函数满足 Lipschitz 条件时

Marcinkiewicz 积分和它的交换子在加权 ( )1pL p< < ∞ 上有界，Ding、Lu 和 Yabuta 在[5]中讨论带粗糙核

的 Marcinkiewicz 积分与 BMO 函数生成的高阶交换子的加权有界性。Ding、Lu 和 Zhang [6]建立了

Marcinkiewicz 积分交换子的 ( )1,log ,L L L ∞ 有界性。2008 年，王、张和刘[7]给出核函数满足条件(1.2)时，

Marcinkiewicz 积分交换子在 Hardy空间上的端点估计。Lin、Liu和 Wang [8]将[7]的结果推广到加权情形。

另一方面，陆、吴和杨[9]研究了奇异积分算子和 Lipschitz 函数生成的交换子在 Hardy 空间上的端点估计。 
如果存在常数 0, 0C δ> > 和 1ρ > ，使得对任意的 1

1 2, ny y S −∈ ，有 

( ) ( ) 1 2
1 2

1 2

,
2log

C y y
y y

y y

δ

ρ

−
Ω −Ω ≤

 
  − 

                           (1.3) 

则称 ( )xΩ 满足 ( )logL L ρδ − 条件。条件(1.3)比 log 型 Lipschitz 条件(1.2)弱。当 0δ = 时， ( )logL L ρδ − 条

件即为 log 型 Lipschitz 条件。Wang 在文[10]中讨论变量核的参数型 Marcinkiewicz 积分算子 µΩ
 ，得到核

函数满足消失性条件和 ( )logL L ρδ − 条件时，µΩ
 在 Hardy 空间 ( )p nH R 和弱 Hardy 空间 ( )p nWH R 上的有

界性。 
受文献[7] [8]和[9]的启发，我们将研究核函数满足 ( )logL L ρδ − 条件(1.3)时，Marcinkiewicz 积分算子

和加权 Lipschitz 函数生成的交换子在加权 Hardy 空间上的有界性。具体地，即建立 Marcinkiewicz 积分 

交换子 ,bµΩ 的 ( ) ( )( )1,p q qH Lω ω − 和 ( ) 1,,
n

nH Lβ ω ∞+
 
  
 

有界性。为此，首先给出本文的一些基本定义。 

定义 1.1 设ω 为一个权函数，1 p≤ < ∞。若一个局部可积函数 ( )b x 满足 

( ) ( ) ( ) ( )
1

11 1sup d ,
p

p p
Bn BB

b x b x x C
BB β ω

ωω
− 

− ≤ < ∞  
 

∫  

其中上确界取遍所有的球 ( ) ( )R , dn
B

B B x xω ω⊂ = ∫ 。则称 b 属于加权 Lipschitz 空间，记为 ,
pb Lipβ ω∈ 。

上式中 C 的最小下确界称为 b 的 ,
pLipβ ω 范数，记为

,
pLipb
β ω

。对不同的 1p 和 2p ，函数 b 的 1
,

pLipb
β ω

和 2
,

pLipb
β ω

等价，因此通常可以记 b 的加权 Lipschitz 范数为
,Lipb

β ω
，见文献[11]。 

本文结果如下。 

定理 1.1 设 ( )1 ,
1, ,0
2

nA R b Lipβ ωω β∈ ∈ < < 以及Ω满足光滑性条件(1.3)。若 1
1

n p
n

< ≤
+

且
1 1
q p n

β
= − 。 

则 ,bµΩ 是 ( )pH ω 到 ( )1q qL ω − 上的有界算子。 

定理 1.2 设 ( )1 ,
1, ,0
2

nA R b Lipβ ωω β∈ ∈ < < 以及Ω 满足光滑性条件(1.3)且δ β≥ 。则交换子 ,bµΩ 是

( )
n

nH β ω+ 到 1,L ∞有界的。即对任意的 0λ > ，存在常数 0C > ，使得 

( )( ){ } ( )
1: .n

n
n

Hx R f x C f β ω
µ λ λ +

−
Ω∈ > ≤  
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2. 预备知识和相关引理 

这节介绍一些我们所需的概念和引理。先给出 pA 权的定义。 
定义 2.1 设1 p< < ∞。如果对任意 RnB ⊂ ，存在常数 0C > 使得 

( ) ( )
1

1
1

1 1d d ,
p

p
B B

x x x x C
B B

ω ω
−

−
−

  
≤ < ∞    

  
∫ ∫  

则称权函数 pAω∈ 。如果存在常数 0C > ，使得 ( ) ( )1 d , .  Rn
B

x x C x a e x
B

ω ω≤ ∈∫ ，则称权函数 1Aω∈ 。 

下面介绍加权 Hardy 空间的概念及原子分解。 
定义 2.2 记 S 为 Schwartz 函数类， S ′是它的对偶。设 , 1Sϕ ϕ∈ =∫ ，ω 为权函数。定义 f S ′∈ 的极 

大函数 ( ) ( )
0

sup t
t

M f x f xϕ ϕ
>

= ∗ 。加权 Hardy 空间定义为 ( ) ( ) ( ){ }:p n pH f S R M f Lϕω ω′= ∈ ∈ 且记

( ) ( )p pH L
f M fϕω ω

= 。 

定义 2.3 设ω 是一个权函数， 1
1

n p
n

< ≤
+

。a 是一个有界的可测函数，如果它满足下面的条件 

(i) 存在一个球 B 使得 suppa B⊂ ； 
(ii) ( ) 1 pa Bω −

∞
≤ ； 

(iii) ( )d 0a x x =∫ ， 
则称 a 为加权的 p-原子，球 B 为原子 a 的支集球。设 f 为缓增广义函数。如果在分布意义下 f 可以写成 

N

j j
j N

f aλ
=−

= ∑ ，这里 ja 是 p-原子，N 为任意的整数， j Cλ ∈ 且
N p

j
j N

λ
=−

< ∞∑ ，则称 f 属于原子加权 Hardy 

空间 ( )pH ω ，并定义 ( )pH ω 中的半范为 

( )

1

inf ,p N
j j

j N

p
N p

jH a f j N
f

ω λ
λ

=−
= =−∑

 
=  

 
∑  

其中下确界“inf”是对 f 的一切分解取的。 
引理 2.1 [12] 设 1Aω∈ ，则对于球 B 的任意可测子集 E，存在常数 1 2, 0C C > 和 0 1δ< < ，使得 

( )
( )1 2

E EE
C C

B B B

δ
ω
ω

 
≤ ≤   

 
 

成立。如果 ( )xω 是常值函数，则 1δ = ；如果 ( )xω 不是常值函数，则 0 1δ< < 。 
引理 2.2 [5] 设 ( )( )1 1q nL S q−Ω∈ > 是一个零次齐次函数且满足条件(1.1)。若 ,p q 和ω 满足下列条件之

一： 
(i) q p′ < < ∞和 p qAω ′∈ ； 
(ii) 1 p q< < 和 1 p

p qAω ′−
′∈ ； 

(iii) 1 p< < ∞和 q
pAω ′ ∈ ， 

则 µΩ 在
pLω 上有界。 

引理 2.3 [13] 设 1 ,,A b Lipβ ωω ∈ ∈ ，则 

( ) ( )( ) ( )
( )1 ,

11 1 1

2
d 2 .k

nks s s n sB LipB

s
b y b y y Ck B b

β ω

ββ
ω ω+

 + + − + − ≤∫  
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引理 2.4 设 1 ,,A b Lipβ ωω ∈ ∈ ，则 

( ) ( )( ) ( )1 ,

11

2
d 2 .k

k n nB LipB
b y b y Ck b B

β ω

β
β ω+

++ +− ≤∫  

证明 利用 Hölder 不等式，引理 2.3 和引理 2.1 可得 

( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

1

1 1

,

,

,

2
1 1

2 1 2 2
2 2

111
12 22

1 11 12 22 2

11

d

d d

2 2

2 2

2 .

k

k k

BB

BB B

nk
kn

Lip

n nk k
n

Lip

k n n
Lip

b x b x

b x b x x x x

k b B B

Ck b B B

Ck b B

β ω

β ω

β ω

ββ

ββ

β
β

ω ω

ω ω

ω ω

ω

+

+ +

−

 + +  + + 

 + + +  + 

++ +

−

≤ −

≤

≤

≤

∫

∫ ∫

 

引理 2.5 [14] 设 ( )1 ,, ,0 1nA R b Lipβ ωω β∈ ∈ < < 。设1 nr
β

< < 且
1 1
r p n

β
= − ，则 ,bµΩ 是 ( )rL ω 到 

( )1q qL ω − 上的有界算子。 

3. Marcinkiewicz 积分交换子在加权 Hardy 空间上的有界性 

下面给出 Marcinkiewicz 积分交换子的 ( ) ( )( ),p q qH Lω ω− 和 ( ) 1,,
n

nH Lβ ω ∞+
 
  
 

有界性证明。 

定理 1.1 的证明 由于 ,bµΩ 是次线性算子，所以只需要证明对每一个加权 p-原子 ja ，有不等式 

( ) ( )1, .
q qb j L

a C
ω

µ
−Ω ≤                                     (3.1) 

若(3.1)成立，由于
( )

2 2 1, 1
n n

p q
n n

β
β β
+

< ≤ >
+ +

，则对 f 的任意分解 ( )
N

p
j j

j N
f a Hλ ω

=−

= ∈∑ ，利用定义 2.3 (ii) 

可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1, ,

1

.

q q q q

p

N N

b j b j jL Lj N j N

N pp
j H

j N

f a C

C C f

ω ω

ω

µ λ µ λ

λ

− −Ω Ω
=− =−

=−

≤ ≤

 
≤ ≤ 

 

∑ ∑

∑
 

下面证明(3.1)。设 ( )0supp ,ja B B x r⊂ = ，则 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
1

1

,

1 1
, ,2 2

1

1

2

d d

: .

q q

c

q

b j L

q qq q
b j b jB B

q

a

a x x a x x

I I

ω
µ

µ ω µ ω

−Ω

− −
Ω Ω≤ +

= +

∫ ∫  

取 1 11,1p q q> < < < ∞且
1 1

1 1
q p n

β
= − 。利用 Hölder 不等式，引理 2.5 和定义 2.3 (ii)可得 
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( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1
1

1 1

1
1 ,2

1 1
1

,2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1

1

d

  d d

  

  .

p

q q
b jB

q q q q
b jB B

q q p q qj jL

p p q

q

q

q

I a x x

a x x x x

C a B C a B B

C B B B C

ω

µ ω

µ ω ω

ω ω ω

ω ω ω

−
Ω

−−
Ω

− −

∞

− − ≤

=

≤

≤ ≤

≤

∫

∫ ∫
 

对于 2I ，有 

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( )

1
2 2

1

2

1

1

1

2

1

1

1

1 2

, d

   d

      d

:   .

c

c

c

q q
jB

q q
B jB

q

q

q

q
B jB

q q

q

I b a x x x

b x b a x x x

b b a x x x

II II

µ ω

µ ω

µ ω

−
Ω

−
Ω

−
Ω

  =    

≤ −

+ −

= +

∫

∫

∫

 

而对于 1II ，有 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1

0
1

1
0

2 2 1
1 , 32 2 0

1

2 22 1
, 32 2 0

1

2 2 1
, 32 2 2

1

11 12

d d

d   d

d     d

  : .

k k

k k

k k

q
q q

B t jB B
k

q
x x rq q

B t jB B
k

q
q q

B t jB B x x r
k

tII b x b F a x x x
t

tb x b F a x x x
t

tb x b F a x x x
t

II II

ω

ω

ω

+

+

+

∞ ∞ −
Ω

=

∞ − + −
Ω

=

∞ ∞ −
Ω− +

=

 ≤ −  
 

 = −  
 

 + ∑ −  
 

= +

∑∫ ∫

∑∫ ∫

∑∫ ∫







 

接下来首先估计 11II 。当 , \nx B y R B∈ ∈  时有 0 0 2x y x y x y r− ∼ − ∼ − + ，因此有 

( )
0

2 2 3
0 00

1 1 , ,
2

x xCr x y Cr
x y x x x xx y x yx y r

−−
− ≤ − ≤

− − −− −− +
                (3.2) 

且 

( ) ( ) 0
0

0

0 0

.

log

x xx yx y x x
x y x x

r C
x x x x

r

δ

ρ

   −−
Ω − −Ω − = − Ω Ω     − −   

 
≤   −  − 

 
 

                   (3.3) 

因此有 
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( ) ( )

( ) ( )
( )

0
1 1

0

0
1 1 1

0 0

0 0

1 100 0
0 0

1 1

.

log log

n n

n n n

n
n n

x yx y

x y x y

x y x y
x y

x yx y x y

r rC C
x x x xr

x yx x x y
x y x y

r r

δ δ

ρ ρ

− −

− − −

− −

Ω −Ω −
−

− −

Ω − −Ω −
≤ + Ω − −

−− −

   
      − −   ≤ + ≤

−   − −
− −   

   

               (3.4) 

利用 Minkowski 不等式，(3.2)式，零次其次函数 ( )1nL S∞ −Ω∈ 和引理 2.3 可得 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )

1
0

1

1

1
2 1

11 1 32 2 2
1

1
2 1

1 32 2
1 2

1
12

2 2
1

d d d

d d

2 d

k k n

k k

k k

q

q j q
B nB B R x y t x y r

k

q

q j q
B nB B B

k

k n qq q
B jB B

k

x y a tII b x b y x x
tx y

x y a Crb x b y x x
x y x y

C b x b a x x

C

ω

ω

ω

ω

+

+

+

∞
−

− − ≤ ≤ − +
=

∞
−

−
=

 ∞ − +  − 
∞

=

 Ω −   ≤ −    −
 

 Ω − ≤ −  − − 

≤ −

≤

∑∫ ∫ ∫

∑∫ ∫

∑∫







( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )

1

,

1
12

2
1

1
1 12

1

1
1 2

1

2 d

2 2

2 2 .

k

q k n q q q
p BB

k

q qk n q q k n qp n
Lip

k

kqkn q

k

B b x b x x

C B k B b

C k C

β ω

β
β

β

ω

ω ω

+

 ∞ − + − − 

=

 ∞ − + − + + + 

=

 ∞ − − − −  

=

−

≤

≤ ≤

∑ ∫

∑

∑

 

接着估计 12II 。利用原子 ja 的消失性，Minkowski 不等式，(3.4)和引理 2.3 可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

1
0

1

1
2 10

12 1 1 32 2 2
1 0

10

2 2
1 01

0

d d d

1    d d

log

    

k k n

k k

q

q q
B jn nB B R x y r

k

q

j
q q

BB B B
k n

x xx y tII b x b a y x x
tx y x x

ra y
x x

C b x b y x x
x xx y

x x
r

Cr B

δ

ρ

δ

ω

ω

ω

+

+

∞ ∞ −

− − − +
=

∞
−

= −

−

 Ω −Ω −   ≤ − −    − − 

     −  ≤ −  
− −  

−   
  

≤

∑∫ ∫ ∫

∑∫ ∫





( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1

,

1

2
1

1 1

1

11

1

2 log 2 d

    2 2
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这里最后一个不等式用到 1q > 和δ β> ，从而级数收敛。最后估计 2II 。利用引理 2.2 (i)，定义 1.2，定义 

2.3 (ii)以及
1 1
q p n

β
= − 可得 
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结合 1 2,I I 的估计可得(3.1)。定理证毕。 

定理1.3的证明 记
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利用 Hölder 不等式，引理 2.2 (i)，定义 1.1， ja 是 ,n
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原子和引理 2.3 可得 
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对于 2J ，有 
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接下来我们分别估计 1K 和 2K 。首先对于 1K ，我们利用 Minkowski 不等式，(3.2)式，定义 2.3 (ii)和引理

2.4 可得 
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接着估计 2K ，利用原子 ja 的消失性，Minkowski 不等式，(3.4)和引理 2.3 可得 
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其中最后一个不等式利用了δ β> 从而级数收敛。因此 
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最后，利用引理 2.7，定义 2.1 和定义 2.3 (ii)，有 
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综上，由 1 2,J J 和 3J 的估计可得 
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再对 f 的所有原子分解取下确界，即可完成定理的证明。 
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