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Abstract 

This study is concerned with numerical solutions of delayed wave equations by explicit finite dif-
ference methods. By using the discrete energy method, it is shown that both of them are tempo-
rally and spatially second-order convergent in maximum norm. Numerical findings confirm the 
accuracy and efficiency of the algorithms. 
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摘  要 

本文对一类非线性延迟波动方程建立了两类显式差分格式。运用能量法，证明了在最大模意义下它们在

时、空方向上均有二阶收敛率。数值结果验证了算法的精度和有效性。 
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1. 引言 

在许多实际问题中，需要利用系统过去时刻的状态，因而提出了延迟微分方程模型。延迟微分方程也

称时滞微分方程，属于泛函微分方程。它们在图形处理、计算机科学、生态、经济、物理、人口动力学、

生物医学等各个科学领域有着广泛的应用。正因为延迟微分方程具有很强的应用背景，它们的研究受到了

人们的长期关注(见文献[1]-[6]及其参考文献)。与经典微分方程相比，它们的解不仅与当前的状态有关，

还受过去一段时间的影响。延迟项的存在不仅给理论研究带来困难，也给数值研究带来了挑战。近些年来，

在延迟抛物方程的数值研究方面，已有不少成果。文献[2] [3]研究了非线性延迟抛物方程的紧致差分法及

其理论。文献[4]研究了变系数时滞反应扩散方程的紧致差分法。文献[5]研究了时间分数阶变系数时滞抛

物方程的紧致差分法及其收敛性。然而，人们对延迟双曲方程的数值研究关注不多。文献[6]研究了一维

时滞波动的紧致差分法及其 Richardson 外推法。 
显式差分法虽然是条件稳定的，但是由于不需要解线性方程组，程序易于实现、计算量小等优势受到

人们的青睐。特别对二阶波动来说，稳定条件是可接受的，并不苛刻。此外，为了克服抛物方程显式差分

法的稳定条件的限制，提出无条件稳定的 Du Fort-Frankel 格式。本文推广经典波动方程的显式差分格式，

对如下非线性延迟波动方程 

( ) ( )( )2 , , , , ,tt xxu a u f u x t u x t s x t− = − , 1 2b x b< ≤ , 0 t T< ≤ ,                    (1a) 

( ) ( ), ,u x t x tφ= , 1 2b x b< ≤ , 0s t− ≤ ≤ ,                                   (1b) 

( ) ( )1,u b t tϕ= , ( ) ( )2 ,u b t tψ= , 0 t T≤ ≤ ,                                 (1c) 

建立两类差分格式及其算法理论。 

2. 差分格式 

2.1. 记号 

为了用差分方法求解问题(1a)~(1c)，我们对 ( ){ }1 2, | ,x t b x b s t TΩ = ≤ ≤ − ≤ ≤ 做剖分。将空间区间

[ ]1 2,b b 剖分 m 等份(m 为整数)，记空间步长 xh  ( ( )2 1xh b b m= − )。在时间方向上，采用限制性网格时间

步长 th  ( 1th s n T n= = )， 1,n n 均为整数，记 1i xx b ih= + ， k tt kh= ， 0 i m≤ ≤ ， 1n k n− ≤ ≤ ， ,i k 均为整

数。在结点 ( ),i kx t 处的精确解和数值解分别记为 k
iU ， k

iu 。记网格剖分区域 

( ){ }1, | 0 ,h i kx t i m n k nΩ = ≤ ≤ − ≤ ≤ ，定义网格函数空间 { }{ }0| | 0 , 0h i mu u u u i m u u= = ≤ ≤ = = ，对任意
k

hu u∈ ，引用差分算子，内积和范数如下 

( )2 1 1
2

1 2k k k k
t i i i i

t

u u u u
h

δ + −= − + , ( )1 1
ˆ

1
2

k k k
i i it

t

u u u
h

δ + −= − , ( )
1

12 1k k k
t i i i

t

u u u
h

δ
− −= − , 

( )2
1 12

1 2k k k k
x i i i i

x

u u u u
h

δ + −= − + , ( )
1

1
,

m

x i i
i

u v h u v
−

=

= ∑ , ( )
1

1 11
1 2 2

,
m

x x xi ii
u v h u vδ δ

−

− −=

  
=     

  
∑ , 

( ),u u u= , ( )11 ,u u u= , ( )11 ,u u u= .
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2.2. 两类差分格式的建立 

由泰勒展式可知 

( ) ( )42
2

4

,
,

12
i ikk t

tt i k t i

u xh
u x t U

t
η

δ
∂

= −
∂

, ( ) ( )42
2

4

,
,

12
ik kk x

xx i k x i

u th
u x t U

x
ξ

δ
∂

= −
∂

. 

从而，在结点 ( ),i kx t 处用差分算子 2 k
t iUδ ， 2 k

x iUδ 离散 ( ),tt i ku x t ， ( ),xx i ku x t 可得 

( ) ( )12 2 2
1, , , kk nk k k

t i x i i i i k iU a U f U U x t Rδ δ −− = + , 0 i m< ≤ , 0 k n< ≤ ,                  (2) 

其中， 

( ) ( ) ( )4 4
2 2 2

1 4 4

, ,
12k i ik ik k

t xi

u x u t
R h a h

t x
η ξ ∂ ∂

= −  ∂ ∂ 
, 0 i m< ≤ , 0 k n< ≤ .                (3) 

用 k
iu 代替 k

iU ，略去小量项 ( )1
k
iR ，得到第一个差分格式 

( )12 2 2 , , ,k nk k k
t i x i i i i ku a u f u u x tδ δ −− = , 0 i m< ≤ , 0 k n< ≤ ,                     (4a) 

( ),k
i i ku x tφ= , 0 i m< ≤ , 1 0n k− ≤ ≤ ,                           (4b) 

( )0
k

ku tϕ= , ( )0
k

ku tψ= , 0 k n≤ ≤ .                             (4c) 

记网格步长比 ( )t xr a h h= ，对差分算子 2 k
x iUδ 做如下处理 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2
1 12

21 1 2

1 12 2

22
1 1

1 12 2 2 2 2 2

22 2
2 2

2 2 2

1 2

,1 2
2 2

,1 2 1 2

,

k k k k
x i i i i

x

k k
i ikk ki i t

i i
x

i ikk k k k k k t
i i i i i i

x x x x x

i ikk kt t
x i t i

x x

U U U U
h

u xU U h
U U

h t

u xh
U U U U U U

h h h h h t

u xh h
U U

h h t

δ

ς

ς

ς
δ δ

+ −

+ −

+ −

+ −
+ −

= − +

  ∂+
= − − +   ∂   

∂
= + − − + + +

∂

∂
= − +

∂

.          (5) 

将(5)式代入(2)式中得 

( ) ( ) ( )12 2 2
21 , , , kk nk k k

t i x i i i i k ir U U f U U x t Rδ δ −+ − = + , 0 i m< ≤ , 0 k n< ≤ ,            (6) 

其中 

( ) ( ) ( )2
2

2 1 2

,k k i ik
i i

u x
R R r

t
ς∂

= +
∂

, 0 i m< ≤ , 0 k n< ≤ .                      (7) 

舍去(6)式的 ( )2
k
iR 项，用 k

iu 代替 k
iU ，便得到了第二个差分格式 

( ) ( )12 2 2 21 , , ,k nk k k
t i x i i i i kr u a u f u u x tδ δ −+ − = , 0 i m< ≤ , 0 k n< ≤ ,                (8a) 

( ),k
i i ku x tφ= , 0 i m< ≤ , 1 0n k− ≤ ≤ ,                         (8b) 

( )0
k

ku tϕ= , ( )0
k

ku tψ= , 0 k n≤ ≤ .                          (8c) 
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2.3. 差分格式的收敛性分析 

为研究上述两个差分格式的收敛性，我们现引入两个引理。 
引理 2.1 [7] 设 hv u∈ ，则有下列不等式成立 

( ) 22 ,x xv v vδ δ− = , 2 1
12

b b
v v

∞

−
≤ , 

2 1
16

b bv v−
≤ , 2 24x xh v vδ ≤ . 

引理 2.2 [8] 设 A 和 B 是非负常数，{ }| 0kF k ≥ 是非负序列且满足 

1

0

K
k k

t
k

F A Bh F+

=

≤ + ∑ , 则 ( )( )
0 1
max exp 1k

tk K
F A B K h

≤ ≤ +
≤ +  

此外，若
1

1

0

K
k k

t
k

F A Bh F
+

+

=

≤ + ∑ ，则 ( )( )
0 1
max exp 2 1k

tk K
F A B K h

≤ ≤ +
≤ + 。其中 th 足够小，使得 1 2tBh ≤ 。 

另外，存在常数 1 2,c c ，使得 

( ) ( )2 2
1 1

k
t xiR c h h≤ + , 0 i m≤ ≤ , 1n k n− ≤ ≤ ,                         (9) 

( )
2

2 2
2 2 2

k t
t xi

x

h
R c h h

h
 

≤ + + 
 

, 0 i m≤ ≤ , 1n k n− ≤ ≤ ,                     (10) 

成立。 
假设 ( ), , ,f u v x t 满足局部 Lipschitz 条件。设 u，v 为问题方程(1a)~(1c)的真解，且存在正常数 3c ， 0ε ，

当 0iε ε< ，( 1, 2i = )，函数 ( ), , ,f u v x t 满足如下等式 

( ) ( ) ( )1 2 3 1 2, , , , , ,f u v x t f u v x t cε ε ε ε+ + − ≤ +                        (11) 

成立，其中 3c 为 Lipschitz 常数。 
定理 2.1 设问题(1a)~(1c)在节点 ( ),i kx t 的精确解为 k

iU ， k
iu 为差分格式 (4a)~(4c)的解。记 k k k

i i iU u e− = 。

当 1r < 时且步长满足以下条件 

( )
0

4 2 1
th

c b b
ε

≤
−

, 
( )

0

4 2 1
xh

c b b
ε

≤
−

, 

则有，当
( )

( )

22
3 2 1

22 2

4
8 1

3 1
t

c b b
h

r a

 − + ≤
 −  

时，下列估计 

( )22 2 2
41

k
t xe c h h≤ + , 1n k n− ≤ ≤ ,                            (12a) 

( ) ( )2 1 4 2 2

2
k

t x

b b c
e h h

∞

−
≤ + , 1n k n− ≤ ≤ ,                       (12b) 

成立。此处
( )

( )
( )
( )

2
2

2 1 1 3 2 1
4 2 22 2

4exp 8
3 11

b b c T c b b
c T

a ra r

   − −   = +   −−      

。 

证明 将方程(2)式与(4a)式相减，得到误差方程 
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( ) ( ) ( )1 12 2 2
1, , , , , , kk n k nk k k k

t i x i i i i k i i i k ie a e f U U x t f u u x t Rδ δ − −− = − + , 1 i m≤ ≤ , 1 1k n≤ ≤ − ,     (13a) 

0k
ie = , 0 i m≤ ≤ , 1 0n k− ≤ ≤ ,                        (13b) 

0k
ie = , 0i = 或 i m= ， 0 k n≤ ≤ .                       (13c) 

当 1 0n k− ≤ ≤ 时， 0k
ie = ，显然(12a)式与(12b)式成立。 

假设当 1,2,3, ,k l=  时，(12a)式成立，则当步长满足 xh ， ( )0 4 2 1th c b bε≤ − 时，应用引理 2.1 可知 

2 1
012

k kb b
e e ε

∞

−
≤ ≤ , 1 k l≤ ≤ . 

记 ( )1, , ,k nk
i i i kf U U x t− 为 ( )k

if U ， ( )1, , ,k nk
i i i kf u u x t− 为 ( )k

if u 。运用不等式 ( ) ( )2 2 22a b a b+ ≤ + 和(11) 式可

得 

( ) ( ) ( )1
2 222

32 k nk k k
i if U f u c e e −− ≤ + , 1 k l≤ ≤ .                      (14) 

记

21
2 12

1 1
2 2

,
kk k k

t x xi i
H e a e eδ δ δ

+ +

+ +

 
= +   

 
。当 1r < 时，对(13a)式两端同时与 ˆ2 k

t eδ 做內积，运用引理 2.1 得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
ˆ ˆ1

1 , 2 , 2kk k k k k k
t ti

t

H H f U f u e R e
h

δ δ−  − = − +  .                  (15) 

运用等式 ( ) ( )2 21
4

ab a b a b = + − −  和引理 2.1，可得 

( )

( )

( )

2 2 21 1 1
2 2 2 12 2 2

1 1
2 21 1

2 21 1
22 2 12 2
1

1
2 2 21 1 1

22 2 2 2 12 2 2
1

1
2 21 1

2 22 2

1

,

4

1 4

1

k k kk k k
t x xi i

k k k k
t

k k k k k
t t

k k

t

H e a e a e a e e

e a e a e e

r e a e r e a e e

r e a e

δ δ δ

δ

δ δ

δ

+ + + +

+ +

+ + +

+ + + +

+ +

  
 = + − −      

= + − −

= − + + − −

≥ − +

.                (16) 

由(16)式可得 
21

2
2

1
1

k k
te H

r
δ

+
≤

−
, 

21
2

2
1

1k ke H
a

+
≤ .                           (17) 

由不等式 2 21
2 2

ab a bε
ε

≤ + 和不等式 ( )2 2 22 2a b a b+ ≤ + 可得 

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

ˆ

2 21 12 22 23 2 2
2

2 22 13
2

, 2

1
1

1

k k k
t

k kk nk
t t

k nk k k

f U f u e

c
e e r e e

r

c
e e H H

r

δ

δ δ
+ −−

− −

 − 

 
 ≤ + + − +
 −  

≤ + + +
−

.                       (18) 
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( )( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

ˆ1

2 22 1 1
21 2 2 2 2 2

2

2
22 1 1 2 2 1

2

, 2

1
1

2 1

2 1

k k
t

k kx
x t t i t i

k k
x t

R e

m h c
h h r e e

r

b b c
h h H H

r

δ

δ δ
+ −

−

 −  ≤ + + − +
 −  

−
≤ + + +

−

.                       (19) 

另外，由 ( )
1 1

1 1 1 2 22 2
k kk k k k k

i i i i i i t t ie e e e e e h eδ
+ ++ + += + + − = + 有 

1 1 1 1 1
1 2 2 2 2 2
1 11 1 1
2 2 2 22 2

k k k k kk t
x x x t x t i t ii i i i

h re e e e e e
a

δ δ δ δ δ δ δ
+ + + + ++

+
+ + + +

 
= + = + −  

 
, 0 1i m≤ ≤ − .                (20) 

将上式两端平方后，运用均值不等式 ( ) ( )2 2 22a b a b+ ≤ + 得 
22 21 1 12

1 2 2 2
1 11 2
2 2

2 2 21 1 12
2 2 2

11 2
2

2
2

2

k k kk
x x t i t ii i

k k k

x t i t ii

re e e e
a

re e e
a

δ δ δ δ

δ δ δ

+ + ++
+

+ +

+ + +

+
+

    
≤ + −        

    
      
 ≤ + +                 

, 0 1i m≤ ≤ − .                   (21) 

在(21)式两端乘以 2
xa h 并对 i 求和，结合(17)式可得 

222 1
2 21

2 22
1 1

k k k kra e H H H
r r

+ ≤ + =
− −

, 1 k l≤ ≤ .                          (22) 

将估计项(18)~(19)代入式子(15)后，运用(22)式和引理 2.1 得 

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

1

1

1

1

2 22 222 1 11 2 2 3
22

22
2 222 1 32 1 11 2 2

2 2 1 1

22
2 2 1 32 1 1 11 2 2 1

22 2

1

2
12 1

2
2 1 6 1

2
2 1 6 1

k k

t

k nk k k
x t

k nk k k
x t

k nk k k
x t

H H
h

b b c c
H H h h e e

rr

b b cb b c
H H h h e e

r r

b b cb b c
H H h h H H

r r a

−

−−

−−

− −− −

−

−
≤ + + + + +

−−

− −  ≤ + + + + +
− −

−−
≤ + + + + +

−  − 

.              (23) 

将上式中的 k 用 p 替换，两端同时乘以 th ，并对 p 从−1 到 k 求和可得 

( )

( )
( )

( ) ( )
2 2

23 2 1 2 1 1 2 2
2 22 0

2
4

2 13 1

k
k p

t x t
p

c b b b b c T
H h H h h

rr a =

 −  −  ≤ + + + 
−  −  

∑ .                     (24) 

当
( )

( )

2
3 2 1

22

4
8 1

3 1
t

c b b
h

r a

 −   + ≤ 
  −  

时，在(24)式中运用引理 2.2 可推得 
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( ) ( )
2 2

4 2 2
1

2
k

t x

a r c
H h h

−
≤ + , 0 k l≤ ≤ .                             (25) 

在(25)式中令 k l= ，运用(22)式和引理 2.1，可得 

( ) ( )221 2 2
42 21

2
1

l l
t xe H c h h

a r
+ ≤ ≤ +

−
, 

( ) ( )2 1 42 11 1 2 2

12 2
l l

t x

b b cb b
e e h h+ +

∞

−−
≤ ≤ + . 

故当 1k l= + 时假设依然成立。由数学归纳法可知定理成立。 
定理 2.2 设问题(1a)~(1c)在节点 ( ),i kx t 的精确解为 k

iU ，原问题格式(8a)~(8c)的数值解为 k
iu 。记

k k k
i i iU u e− = 。当步长满足 

( )
0

5 2 1

2
3

xh
c b b

ε
≤

−
, 

( )
0

5 2 1

2
3

th
c b b

ε
≤

−
, 

( )
0

5 2 1

2
3

t

x

h
h c b b

ε
≤

−
,                (26) 

时，则在
( ) ( )2 2

2 1

2

2 1
8 1

3 t

b b r
h

a

 − +
 + ≤
 
 

的条件下，有 

222 2 2
5 21

k t
t x

x

h
e c h h

h
 

≤ + + 
 

, 1n k n− ≤ ≤ ,                           (27a) 

( ) 2
5 2 12 1 2 2

212 2
k k t

t x
x

c b bb b h
e e h h

h∞

−−  
≤ ≤ + + 

 
, 1n k n− ≤ ≤ ,            (27b) 

成立，其中
( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

2 1 2 2 1
5 2 2

1 2 1
exp 8 1

3

b b c r b b r
c T

a a

   − + − +   = +       

。 

证明 将方程(6)式与(8a)式相减，得到误差方程组 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
21 kk k k k

t i x i i i ir e e f U f u Rδ δ+ − = − + , 0 i m< ≤ , 0 k n< ≤                (28a) 

0k
ie = , 0 i m≤ ≤ , 1 0n k− ≤ ≤ ,                               (28b) 

0k
ie = , 0i = 或 i m= , 0 k n≤ ≤ .                             (28c) 

当 1 0n k− ≤ ≤ 时， 0k
ie = ，显然(27a)式与(27b)式成立。 

假设当 1,2,3, ,k l=  时，(27a)式成立，则当步长满足(26)时，应用引理 2.1 可知 

2 1
012

k kb b
e e ε

∞

−
≤ ≤ , 1 k l≤ ≤ . 

从而，运用(11)式可得 

( ) ( ) ( )1
2 222

32 k nk k k
i if U f u c e e −− ≤ + , 1 k l≤ ≤ .                        (29) 

记 ( )
21

2 2 12
1 1
2 2

1 ,
kk k k

t x xi i
G r e a e eδ δ δ

+ +

+ +

 
= + +   

 
，对(28a)式两端与 ˆ2 k

t eδ 做內积，运用离散的格林公式得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
ˆ ˆ2

1 , 2 , 2kk k k k k k
t t

t

G G f U f u e R e
h

δ δ−  − = − +  .                  (30) 
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借用(16)式的处理技巧，不难得到 
2 21 1

22 2

1

k kk
tG e a eδ

+ +
≥ + .                                    (31) 

由(31)式可得 
21

2
k k

te Gδ
+

≤ , 
21

2
2

1

1k ke G
a

+
≤ .                                (32) 

应用不等式 2 22ab a b≤ + 和不等式 ( )2 2 22 2a b a b+ ≤ + 可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )1
222 1

ˆ 3, 2 k nk k k k k k
tf U f u e c e e G Gδ − − − ≤ + + +                        (33) 

( )( ) ( ) ( )
22

2 2 2 1
ˆ2 2 2 1

1, 2
2

k k k kt
x tt

x

h
R u c b b h h G G

h
δ −

   ≤ − + + + +    
.                     (34) 

运用与(22)式相同的分析方法可得 

( )22 1 2 2

1
2 2 2 2k k k ka e G r G r G+ ≤ + = + , 1 k l≤ ≤ .                           (35) 

将估计项(33)~(35)代入式子(30)中，运用(35)式和引理 2.1 得 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1

1

1

22
221 2 2 2 2

2 2 1 3

22 2
222 11 2 2 2 2

2 2 1 3 1 1

2 22
2 11 2 2 2

2 2 1

1

12
2

12
2 6

112
2

k k

t

k nk k kt
x t

x

k nk k kt
x t

x

k k t
x t

x

G G
h

h
G G c b b h h c e e

h

b bh
G G c b b h h c e e

h

b bh
G G c b b h h

h

−

−−

−−

−

−

   ≤ + + − + + + +    

  − 
 ≤ + + − + + + +    

  − + 
 ≤ + + − + + +    

( ) ( )1

2
12 1

323
k nk

r
c G G

a
− −− +

.         (36) 

将上式中的 k 用 p 替换，两端同时乘以 th ，并对 p 从 0 到 k 求和可得 

( )( ) ( )
22 22 2

2 1 2 1 2 2 2
2

0

1
4

23

k
k p t

t x t
p x

r b b b b c h
G h G h h

ha =

   + − −     ≤ + + + +   
      

∑ .                   (37) 

当
( )( )22

2 1

2

2 1
8 1

3 t

r b b
h

a

 + −
 + <
 
 

时，在(37)式运用引理 2.2，我们有 

( ) ( )( )
22 222

2 12 1 2 2 2
2

2 1
exp 8

2 3
k t

x t
x

r b bb b c h
G T h h

ha

    + −−      ≤ + + +            
, 0 k l≤ ≤ .            (38) 

在(38)式中令 k l= 时，应用(34)式有 
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( ) 222
21 2 2

521

2 1
l l t

x t
x

r h
e G c h h

ha
+

 +   ≤ ≤ + +     
, 

( ) 2
2 1 52 11 1 2 2

12 2
l l t

x t
x

b b cb b h
e e h h

h
+ +

∞

 −−  
 ≤ ≤ + +     

. 

从而，当 1k l= + 时假设依然成立。由数学归纳法知定理 2.2 成立。 

3. 数值实验 

算例 应用格式(4a)~(4c)和(8a)~(8c)计算如下非线性初边值问题： 

( ) ( )( )2 , , , 0.1 , ,tt xxu u f u x t u x t x t− = − , ( ) ( ] ( ], 1, 2 0,1x t ∈ × , 

( ) ( ), sinu x t xt= , ( ) ( ] [ ), 1, 2 0.1,0x t ∈ × − , 

( )1, sinu t t= , ( ) ( )2, sin 2u t t= , [ ]0,1t∈ , 

其中， ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )3 2 2 2 2 2, , 0.1 sin 0.1 2 sin sinf u x t u x t x t t x xt xt= − − + ⋅ − + − − ⋅ 。问题的真解为 

( ) ( ), sinu x t xt= 。表 1 为差分格式(4a)~(4c)在 4t xh h= 时取不同步长时数值解得到的最大误差。表 2 为

格式 (8a)~(8c)在 2
t xh h= 时取不同步长时数值解得到的最大误差，其中，CPU 为程序运行时间，

( ), max k k
x t i iE h h U u∞ = − ， ( ) ( )2 ,2 ,

2log x t x tE h h E h horder ∞ ∞= 。 
 
Table 1. FDM (4a)~(4c) maximum error for numerical solution 
表 1. 差分方法(4a)~(4c)在最大范数意义下数值解的误差 

xh  ( ),x tE h h∞  order CPU 

1/10 1.560e−05 * 0.010467s 

1/20 3.921e−06 1.992 0.011315s 

1/40 9.814e−07 1.998 0.017153s 

1/80 2.454e−07 2.000 0.045929s 

1/160 6.136e−08 2.000 0.149290s 

 
Table 2. FDM (8a)~(8c) maximum error for numerical solution 
表 2. 差分方法(8a)~(8c)在最大范数意义下数值解的误差 

xh  ( ),x tE h h∞  order CPU 

1/10 4.709e−03 * 0.011931s 

1/20 1.181e−03 1.996 0.021067s 

1/40 2.960e−04 1.996 0.190190s 

1/80 7.400e−05 2.000 0.800413s 

1/160 1.845e−05 2.000 5.759234s 

 
数值结果表明两类显式差分格式在时空方向具有二阶精度。格式(4a)~(4c)的计算效果更好一些。 

4. 结论 

本文受经典波动方程的显式差分法和抛物方程的 Du Fort-Frankel 差分法的启发，对非线性延迟波动

方程问题建立了两类显式差分法。运用能量法，我们证明了它们在时、空方向上均有二阶收敛性。数值

结果验证了理论结果的正确性。 
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