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Abstract 

In this paper, by using the Sadovskii fixed point theorem, the exact controllability for a class of 
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摘  要 

本文运用Sadovskii不动点定理研究了一类带有非局部积分边界条件的分数阶发展方程的精确可控性。 
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1. 引言 

设 X 是 Banach 空间。考虑 X 中带非局部积分边界条件的非线性分数阶发展方程 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

, ,

0

C qD x t Ax t Bu t f t x t t I

x H x

 = + + ∈


=
                          (1) 

的精确可控性。其中 [ ]: 0,I a= ， 0a > 是常数，C qD 是 ( )0 1q q< ≤ 阶 Caputo 型分数阶导数； ( ):A D A Χ Χ⊂ →

是 X 中一致有界的等度连续半群 ( ){ }; 0T t t ≥ 的无穷小生成元，即 1M∃ ≥ ，使得对 0t ≥ ，有 ( )T t M≤ ，

控制函数 ( ) ( )2 ,u L I U⋅ ∈ ，U 是 Hilbert 空间， :B U Χ→ 线性有界算子； :f I Χ Χ× → 是给定的函数； ( )H x
是非局部函数 ( ): ,H C I Χ Χ→ ，定义如下： 

( ) ( )( )0
, d

a
H x g s x s s= ∫ , 

其中 :g I Χ Χ× → 是一个给定的函数。 
1993 年，Leela 等[1]在 A 生成紧算子半群时，研究了具有固定脉冲的控制系统的可控性(此处的“控

制系统的可控性”就是指控制系统的精确可控性)，后来有许多学者考虑 Banach 空间中微分系统的可控

性。但是，文献[2] [3]指出：在无穷维抽象空间中，如果算子半群是紧半群，且控制函数满足某些有界性

条件，那么抽象微分方程解的精确可控性的结论只能在有限维空间中成立。因此，近年来，一些学者在

非紧半群条件下，运用非紧性测度估计技巧及相应的不动点定理讨论了微分系统或微分包含的精确可控

性，参见文献[4] [5] [6]。但是，关于带有积分边界条件的分数阶抽象发展方程的研究比较少[7] [8]，尤其

是对由这类方程描述的控制系统的精确可控性的研究结果更为鲜见。 
受上述工作的启发，本文在较弱的“紧型”条件和非紧性测度条件下，当 A 生成一致有界的等度连

续半群时，运用 Sadovskii 不动点定理讨论了带积分边界条件的分数阶发展系统(1)的精确可控性。需要特

别指出的是，本文采用了与现有文献不同的方法证明了分数阶发展方程(1)的精确可控性，即在假设了相

应的线性系统是精确可控的条件下，证明了分数阶发展方程(1)的精确可控性，此方法详见文献[6] [9]。 

2. 预备知识 
设 X 为 Banach 空间，其范数为 ⋅ 。又设 ( ),C I X 为定义于 I 取值于 X 的连续函数之集，按范数 

( )maxC t I
x x t

∈
=  

构成 Banach 空间，本文记 N 为正整数集。 
下列关于分数阶微积分的概念参见文献[10]。 
定义 2.1 区间 I 上的函数 f 的 0q > 阶分数阶积分定义为 
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( ) ( )
( )

( ) 10

1 d
tq

q

f s
I f t s

q t s −=
Γ −

∫ , 0t > , 

其中 ( )Γ ⋅ 是 Gamma 函数。 
定义 2.2 区间 I 上的函数 f 的 [ ]1,q n n∈ − 阶 Riemann-Liouville 型分数阶导数定义为 

( ) ( )
( )

( ) 10

1 d d
d

n tL q
n q n

f s
D f t s

n q t t s + −=
Γ − −

∫ , 0t > , 

其中 [ ]n q= 表示大于或者等于 q 的最小整数。 
定义 2.3 区间 I 上的函数 f 的 [ ]1,q n n∈ − 阶 Caputo 型分数阶导数定义为 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )10

1 d
n

t nC q n q
tq n

f s
D f t s I f t

n q t s
−

+ −= =
Γ − −

∫ , 0t > , 

其中 [ ]n q= 。 
注 2.1 (I) Riemamn-Liouville 型分数阶导数和 Caputo 型分数阶导数有下列关系： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0
0

!

kn
kC q L q

k

tD f t D f t f
k

−

=

 
= − 

 
∑ . 

(II) 常数的 Caputo 型导数为 0。 
(III) 如果 f 是 X 中的抽象函数，则定义 2.1，2.2，2.3 中的积分为 Bochner 意义下的积分。 
由文献[11]的引理 3.1 可知，控制系统(1) mild 解的定义如下： 
定义 2.4 [11] 如果函数 ( )I,XCx∈ 满足下列积分方程 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

0 0
, d , d

a t q
q qx t S t g s x s s t s T t s f s x s Bu s s−  = + − − + ∫ ∫ , t I∈ ,  

则称 x 是控制系统(1)的 mild 解，其中 

( ) ( ) ( )0
dq

q qS t T tξ θ θ θ
∞

= ∫ ; 

( ) ( ) ( )0
dq

q qT t q θ θ T t θξ θ
∞

= ∫ ; ( )
1 111 0q q

q qq
ξ θ θ ϖ θ

− − − 
= ≥  

 
; 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

11 1 sin
!

n qn
q

n

nq
θ n q

n
ϖ θ

∞
− − −

=

Γ +
= − π
π∑ , ( )0,θ∈ ∞ , 

这里 qξ 是定义在 ( )0,∞ 上的单边概率密度函数，且 ( )
0

d 1q θξ θ
∞

=∫ ， ( )0,θ∈ ∞ 。 
引理 2.1 [11] 对任意给定的 0t ≥ ， ( )qS t ， ( )qT t 是有界线性算子，即对 x X∀ ∈ ，有 

( )qS t x M x≤ , ( ) ( )1q
qMT t x x

q
≤
Γ +

, 

其中 ( )T t M≤ ， 0t∀ ≥ 。 
下面给出精确可控的概念及相关结论： 
定义 2.5 [6] [9] (精确可控性) 若对任一给定的 ax X∈ ，存在控制函数 ( ) ( )2 ,u L I U⋅ ∈ ，使得系统(1)的

mild 解 x 满足 
( ) ax a x= , 

则称控制系统(1)在区间 I 上是精确可控的。 
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首先考虑相应的分数阶线性微分方程 

( ) ( ) ( )
( ) 0

,

0

C qD x t Ax t Bu t t I

x x

 = + ∈


=
                                (2) 

定义方程(2)的控制算子如下： 

( ) ( ) ( )1
0 0

d
a qa * *

q qa s T a s BB T a s s−Γ = − − −∫ , 

其中 *B ， ( )*
qT t 分别是 B， ( )qT t 的共轭算子。显然 0

aΓ 是线性算子。 
设 ( )0 ;ax x u 为系统(2)相应于控制函数 u 和初值 0x 在右端点 t a= 处的状态值，记 

( ) ( ) ( ){ }2
0 0, : ; ,aa x x x u u L I Uℜ = ∈ , 

称 ( )0,a xℜ 为系统(2)的可达集。 
引理 2.2 [9] 若 

( )0,a x Xℜ = , 

则称线性系统(2)在区间 I 上精确可控。换而言之，如果对给定的终状态值 ax X∈ ，存在控制函数

( )2 ,u L I U∈ ，使得线性系统(2)的 mild 解 x 满足 

( ) ax a x= , 

则称系统(2)在区间 I 上精确可控。 
引理 2.3 [9] 若线性方程(2)精确可控，则 ( ) 1

0
a −

Γ 存在，且存在 0γ > ，使得 
2

0 ,a x x xγΓ ≥ , x X∀ ∈ . 

引理 2.3 蕴含了 ( ) 1

0
1a

γ
−

Γ ≤ 。 

下面我们给出一些关于非紧性测度的概念和结论，这些结论将在后续证明中用到。设 X 是 Banach
空间， D Χ⊂ 是非空有界集。令 

( ) ( )
1

inf 0 ,
n

i i
i

D D D d Dβ µ µ
=

 
= > = ≤ 

 


, 

其中 ( )id D 表示 iD 的直径，则称 ( )Dβ 为 X 中 D 的 Kuratowski 非紧性测度。显然， 

( )0 Dβ≤ < +∞ , 

( )C Dβ 表示 ( ),C I X 中 D 的 Kuratowski 非紧性测度。 
引理 2.4 [12] 设 X 为 Banach 空间， 1 2,D D Χ⊂ 非空有界集，则有 
(i) ( )1 0Dβ = 当且仅当 1D 是相对紧集； 
(ii) 若 21 DD ⊂ ，则 ( ) ( )1 2D Dβ β≤ ； 
(iii) ( ) ( ) ( )1 2 1 2D D D Dβ β β+ ≤ + 。 
引理 2.5 [13] 设 X 为 Banach 空间，若 ( )I,XCD ⊂ 为有界且等度连续集，则 ( )( )D tβ 在 I 上连续，且 

( ) ( )( ) ( )( )maxC t I
D D t D Iβ β β

∈
= = . 

引理2.6 [14] 设X为Banach空间， { } ( ),nD x C I X= ⊂ 为可列集，若存在 ( )1L Iφ ∈ ，使得 ( ) ( )nx t tφ≤ ， 
. .a e t I∈ ， 1,2,n = ，则 ( )( )D tβ 在 I 上 Lebesgae 可积，且 
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( ){ }( ) ( )( )d 2 dnI I
x t t n Ν D t tβ β∈ ≤∫ ∫ . 

引理 2.7 [15] 设 X 是 Banach 空间， D Χ⊂ 有界，则存在可列集 0D D⊂ ，使得 

( ) ( )02D Dβ β≤ . 

定义 2.6 [16] 设 X 是 Banach 空间， ( ):A D A Χ Χ⊂ → 连续，如果对任意 S Χ⊂ 有界集，满足下列

不等式 

( )( ) ( )A S Sβ β< , 

则称 A 是凝聚映射。 
引理 2.8 [16] (Sadovskii 定理) 设 X 为 Banach 空间， D Χ⊂ 为有界凸闭集， :A D D→ 为凝聚映射，

则 A 在 D 中至少有一个不动点。 
为了证明主要结论，我们给出下列假设条件： 
(H1) 线性方程(2)在区间 I 上精确可控。 
(H2) :g I Χ Χ× → 是连续函数，对 t I∀ ∈ ， ,x y Χ∈ ， 1 0L∃ > ，使得 

( ) ( ) 1, ,g t x g t y L x y− ≤ − . 

(H3) :f I Χ Χ× → 是连续函数， ( ),C I Rψ +∃ ∈ ，使得 

( ) ( ),f t x t xψ≤ , x Χ∀ ∈ , t I∈ . 

(H4) 对 ( )0,tη∀ ∈ ， t I∈ ， 0δ > ，集合 

( ) ( )( ){ }, 2, ,W t F x t x Dη δ η δ= ∈  

在 X 中相对紧，其中 D Χ⊂ 为任意有界集， 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
2, , 0

, d d
t q q

qF t t s qT t s f s x s Bu s s
η

η δ δ
θξ θ θ θ

− ∞ −  = − − + ∫ ∫ . 

3. 主要结果及其证明 

对 0k∀ > ，取 ( ),C I X 中非空有界闭凸集 

( ){ },k Cx C I X x kΩ = ∈ ≤ . 

根据假设条件，对 ax X∀ ∈ ，定义控制函数如下： 

( ) ( )( ) ( )
1* *

0
a

qu t B T a t P x
−

= − Γ ,                             (3) 

其中 

( ) ( ) ( )1
0 0

d
a qa * *

q qa s T a s BB T a s s−Γ = − − −∫ , 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1

0 0
, d , d

a a q
a q qP x x S a g s x s s a s T a s f s x s s−= − − − −∫ ∫ . 

引理 3.1 对 0γ∀ > 及 kx∀ ∈Ω ，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 sup ,0
1 1

q
B

a C
t I

qMM a Mku t x aMkL aM g t
q q

ψ
γ ∈

 
≤ + + + 

Γ + Γ +  
, 
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其中 BM B= 。 
证明：利用引理 2.1，引理 2.3，以及假设条件(H2)，(H3)，通过直接计算即可得所求结论，因此我们

在此省略细节。 
如果 ( );x t u 是控制系统(1)相应于控制函数 u 的 mild 解。则由定义 2.4 可知， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

0 0
; , d , d

a t q
q qx t u S t g s x s s t s T t s f s x s Bu s s−  = + − − + ∫ ∫ , t I∈ . 

当 t a= 时，由(3)式，有 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1

0 0

1

0 0

1

0

;

, d , d

, d , d

d

a a q
q q

a a q
q q

a q
q

x a x a u

S a g s x s s a s T a s f s x s Bu s s

S a g s x s s a s T a s f s x s s

a s T a s Bu s s

−

−

−

=

 = + − − + 

= + − −

+ − −

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1

0 0

11 * *
00

, d , d

d

a a q
q q

a q a
q q

a

S a g s x s s a s T a s f s x s s

a s T a s BB T a s P x s

x

−

−−

= + − −

+ − − − Γ

=

∫ ∫

∫  

故控制系统(1)在 I 上精确可控。 
因此，要证明控制系统(1)精确可控，只需证明控制系统(1)存在相应于控制函数 u 的 mild 解。接下来，

我们根据假设条件，运用 Sadovskii 不动点定理证明控制系统(1) mild 解的存在性。 
定理 3.1 设条件(H1)~(H4)满足。如果不等式 

( )( ) ( )
2 2

121 1
11

q q
B

C

qa M M a MaML
qq

ψ
γ

   + + <    Γ +Γ +   
                        (4) 

成立，则方程(1)在区间 I 上精确可控。 
证明：定义算子 ( ) ( )XICXICF ,,: → ，如下： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

0 0
, d , d

a t q
q qFx t S t g s x s s t s T t s f s x s Bu s s−  = + − − + ∫ ∫ . 

要证明方程(1)在区间 I 上精确可控，只需要利用上面控制函数证明算子 F 有不动点。 
首先证明：存在 0k > ，使得 ( )k kF Ω ⊂Ω 。反设不真，则对 0k∀ ≥ ，存在 kx∈Ω ，使得对 t I∈ ，有

( )( )Fx t k> 。由假设条件(H2)，(H3)及引理 2.1，引理 2.3，引理 3.1 可知，对 t I∀ ∈ ，有 

( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1

0 0

1

0

1

0 0

1

0

, d , d

d

, d , d

d

a t q
q q

t q
q

a t q
q q

t q
q

k Fx t

S t g s x s s t s T t s f s x s s

t s T t s Bu s s

S t g s x s s t s T t s f s x s s

t s T t s Bu s s

−

−

−

−

<

= + − −

+ − −

≤ + − −

+ − −

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫
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( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )( )

2 2

12

2 2

2

sup ,0
1 1

1 sup ,0
11

1

qq
B

I C
t I

q q
B

C
t I

q
B

a

a M Ma MkaML k aM g t u t
q q

qa M M a MkaMkL aM g t
qq

qa M M x
q

ψ

ψ
γ

γ

∈

∈

≤ + + +
Γ + Γ +

   ≤ + + +    Γ +Γ +   

+
Γ +

 

两边同除以 k 并且当 k →∞时取极限可得，

 

( )( ) ( )
2 2

121 1
11

q q
B

C

qa M M a MaML
qq

ψ
γ

   ≤ + +    Γ +Γ +   
, 

这与(4)式矛盾，因此存在 0k > ，使得 ( )( )maxC t I
Fx Fx t k

∈
= ≤ 。故 ( )k kF Ω ⊂Ω 。

 
接下来，在 kΩ 上定义算子 

( )( ) ( ) ( )( )1 0
, d

a
qF x t S t g s x s s= ∫  

和 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1
2 0

, d
t q

qF x t t s T t s f s x s Bu s s−  = − − + ∫ ,
 

则对 kx Ω∈∀ ， ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2Fx t F x t F x t= + ， t I∈ 。 
先证明 ( )1 : ,kF C I XΩ → 是压缩映射。因为对 , kx y∀ ∈Ω ，结合条件(H2)可知， 

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

0 0

1

d , d
a a

q q

C

F x t F y t

S t g s,x s s S t g s y s s

aML x y

−

= −

≤ −

∫ ∫ .
 

由(4)式知， 1 1aML < 。所以， 1F 在 kΩ 上是压缩映射。 
再证明 2F 在 kΩ 上是全连续映射。因为 2F 显然是连续算子，所以仅需证明 ( )2 kF Ω 是相对紧集。对

kx∀ ∈Ω ，定义 { }2 kW F x x= ∈Ω 和 ( ) ( )( ){ }2 kW t F x t x= ∈Ω 。根据 Ascoli-Arela 定理，只需证明集合 W 在

( ),C I X 中等度连续， ( )W t 在 X 中相对紧。首先证明集合 W 等度连续。对 1 2,t t I∀ ∈ ，满足 1 20 t t a≤ < ≤

及 kx∀ ∈Ω ，有 
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2

1

2 2 2 1

1
2 20

1

1 10

, d

, d

t q
q

qt
q

F x t F x t

t s T t s f s x s Bu s s

t s T t s f s x s Bu s s

−

−

−

 = − − + 

 − − − + 

∫

∫

 

            

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1

2

1

1 1
2 1 20

1
1 2 10

1
2 2

1 2 3

, d

, d

, d

t q q
q

t q
q q

t q
qt

t s t s T t s f s x s Bu s s

t s T t s T t s f s x s Bu s s

t s T t s f s x s Bu s s

J J J

− −

−

−

   ≤ − − − − +  

  + − − − − +   

 + − − + 

+ +

∫

∫

∫
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其中 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1
1 2 1 20

, d
t q q

qJ t s t s T t s f s x s Bu s s− −   = − − − − +  ∫ ; 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
2 1 2 10

, d
t q

q qJ t s T t s T t s f s x s Bu s s−   = − − − − +   ∫ ; 

( ) ( ) ( )( ) ( )2

1

1
3 2 2 , d

t q
qt

J t s T t s f s x s Bu s s−  = − − + ∫ . 

因为 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 11
qq q

BC

MJ k M u t t t t t
q

ψ   ≤ + − − −   Γ +
, 

( ) ( ) ( )3 2 11
q

BC

MJ k M u t t t
q

ψ ≤ + − Γ +
. 

又对 10 tε∀ < < ，有 

[ ]
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
[ ]

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1

1

1
2 2 1 100,

1
1 2 1

1 2 1
0,

sup , d

, d

1 sup

2
1

t q
q q

s t

t q
q qt

q q
B q qC

s t

q
BC

J T t s T t s t s f s x s Bu s s

t s T t s T t s f s x s Bu s s

k M u t t T t s T t s
q

M k M u t
q

ε

ε

ε

ε
ψ ε

ψ ε

−

− −

∈ −

−

∈ −

 ≤ − − − − + 

  + − − − − +   

 ≤ + − − − − 

 + + Γ +

∫

∫
. 

所以，当 2 1 0, 0t t ε− → → 时， 1 2 3, , 0J J J → 。所以集合 W 等度连续。 
再证明对 [ ]0,t a∀ ∈ ，集合 ( ) ( )( ) ( ){ }2 kW t F x t x= ⋅ ∈Ω 在 X 中相对紧。显然当 0t = 时， ( ) { }0 0W = 在

X 中相对紧，因此只需考虑 ( ]0,t a∈ 。对 0 tη∀ < < ， 0δ > 定义 

( ) ( )( ) ( ){ }, 2, , kW t F x t xη δ η δ= ⋅ ∈Ω , 

其中 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
2, , 0

, d d
t q q

qF t t s qT t s f s x s Bu s s
η

η δ δ
θξ θ θ θ

− ∞ −  = − − + ∫ ∫ . 

由条件(H4)可知，集合 ( ),W tη δ 在 X 中相对紧。又因为 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

2 2, ,

1

0 0

1

0

, d d

, d d

d
1

0, 0 , 0

t q q
q

t q q
qt

q q
B q BC C

F x t F x t

q t s T t s f s x s Bu s s

q t s T t s f s x s Bu s s

Mk M u t Mt k M u t
q

η δ

δ

η δ

δ

θξ θ θ θ

θξ θ θ θ

ψ θξ θ θ ψ η

η δ

−

∞ −

−

+ +

−

 ≤ − − + 

 + − − + 

≤ + + +
Γ +

→ → →

∫ ∫

∫ ∫

∫

.
 

所以，当 ( ]0,t a∈ 时，存在一个相对紧集 ( ),W tη δ 任意接近于 ( )W t ，故集合 ( )W t 在 X 中相对紧。综

上所述，对 t I∀ ∈ ，集合 ( )W t 在 X 中相对紧。因此，由 Ascoli-Arela 定理可知， ( )2 kF Ω 是相对紧集。由
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引理 2.4 的(i)知， ( )( )2 0kFβ Ω = 。又因为 1F 是压缩的，则 ( )( ) ( )1 k kFβ βΩ < Ω ，故由引理 2.4 的(iii)，有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2k k k kF F Fβ β β βΩ ≤ Ω + Ω < Ω . 

所以，由定义 2.6 知，F 是凝聚映射。由 Sadovskii 不动点定理(见引理 2.8)可知，算子 F 在 kΩ 上有

不动点 ( ),x C I X∈ 。该不动点即为系统(1)的 mild 解且满足 ( ) ax a x= 。故系统(1)在 I 上精确可控。证毕。 
因为条件(H4)在应用中不易验证，所以我们假设 ( ),f t x 满足如下应用比较广泛的非紧性测度条件： 
(H5) 对 t I∀ ∈ ， D Χ⊂ 为非空有界集，存在常数 2 0L > ，使得 

( )( ) ( )2,f t D L Dβ β≤ . 

则可得系统(1)的如下可控性结果： 
定理 3.2 设条件(H1)~(H3)及条件(H5)满足。如果不等式条件(4)及 

( )( ) ( )
2 2

* 2
12

2 1: 1
1 41

q q
Bqa M M a MLM aML

qqγ

   = + + <    Γ +Γ +   
                     (5) 

成立，则系统(1)在区间 I 上精确可控。 
证明：由定理 3.1 的证明可知，存在 0k > ，使得 ( )k kF Ω ⊂Ω 。下面利用条件(H5)证明算子 : k kF Ω →Ω

是凝聚映射。由引理 2.7，取 { }k n kx n Ν′Ω = ∈ ⊂Ω ，使得 

( ) ( )2k kβ β ′Ω ≤ Ω .                                   (6) 

由非紧性测度的性质及假设条件(H2)可知， 

( )( ) ( )1,g t D L Dβ β≤  
其中 D X⊂ 为非空有界集。 

对 ax X∀ ∈ ，因为 

( ) ( )( ) ( )
1* *

0
a

n q nu t B T a t P x
−

= − Γ , 

其中 

( ) ( ) ( )1
0 0

d
a qa * *

q qa s T a s BB T a s s−Γ = − − −∫  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1

0 0
d , d

a a q
n a q n q nP x x S a g s,x s s a s T a s f s x s s−= − − − −∫ ∫ . 

所以，对 0γ∀ > ，有 

( ){ }( ) ( ) ( ){ }( )

( ) ( ) ( )2
1

: :
1

22
1 1

B
n n

q
B

C k

qMMu t n N P x n N
q

qMM a MLaML
q q

β β
γ

β
γ

∈ ≤ ∈
Γ +

 
≤ + Ω  Γ + Γ + 

. 

由条件(H5)及引理 2.6，对 kx ′∀ ∈Ω ，有 
( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }( )
( ) ( )( ){ }( ) ( ) ( ) ( )( ){ }( )
( ) ( ) ( ){ }( )

1

0 0

1

0 0

1

0

, d , d

, d , d

d

k

a t q
q n q n n

a t q
q n q n

t q
q n

F t

S t g s x s s t s T t s f s x s Bu s s n N

S t g s x s s t s T t s f s x s s

t s T t s Bu s s

β

β

β β

β

−

−

−

′Ω

 = + − − + ∈ 

≤ + − −

+ − −

∫ ∫

∫ ∫

∫
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( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ){ }( )

( )( ) ( ) ( )

12
1 0 0

1

0

2 2
2

12

22 d d
1

: d
1

2 21 2
11

a t q
k k

t qB
n

q q
B

C k

qMLML s s t s s s
q

qMM t s u s n N s
q

qa M M a MLaML
qq

β β

β
γ

β
γ

−

−

′ ′≤ Ω + − Ω
Γ +

+ − ∈
Γ +

   ≤ + + Ω    Γ +Γ +   

∫ ∫

∫ . 

所以，由(6)式和引理 2.5 可得 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )*2 2max 4C k C k k C kt I
F F F t Mβ β β β

∈
′ ′Ω ≤ Ω = Ω ≤ Ω . 

因此，由(5)式可知， *4 1M < 。所以，由定义 2.6 知，算子 F 是凝聚映射。由 Sadovskii 不动点定理

可知，算子 F 在 kΩ 上有不动点 ( ),x C I X∈ 。该不动点即为系统(1)的 mild 解且满足 ( ) ax a x= 。故系统(1)
在 I 上精确可控。证毕。 

注 3.1 定理 3.1 和定理 3.2 都只要求 ( ):A D A X X⊂ → 生成的半群 ( )( )0T t t ≥ 是等度连续半群，没有

假设半群的紧性。因此，我们对非线性项附加了“紧型”条件(H4)或者非紧性测度条件(H5)来保证解算子的

紧性。进而利用凝聚映射的不动点定理证明了控制系统(1)的 mild 解的存在性。 
注 3.2 如果非线性项是有界函数，或者满足一次增长条件，即 ( ) 1 2,f t x C x C≤ + ，其中 1 2, 0C C > 是常

数，则条件(H3)自然成立。 
例 考虑下列分数阶偏微分系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ] [ ]

( ) ( ) [ ]
( ) ( )( ) [ ]

1
2

1

0

,
, , , , 0, , 0,1

,0 , 0, 0,1

0, , , d , 0,

C x t
D x t b u t f t x t t

x t x t t

x g s x s s

ω
ω ω ω ω

ω

ω ω ω

 ∂
= + + ∈ π ∈ ∂

 = π = ∈

 = ∈ π ∫

              (7) 

其中
1
2CD 是

1
2

q = 阶 Caputo 型分数阶导数， [ ]: 0,1I = ， ( )b ω 为有恰当定义的函数。 

取状态空间 [ ]( )2 0,X L= π ，U X= 。设 ( )( ) ( ): ,x t x t⋅ = ⋅ ， ( )( )( ) ( )( ), : , ,f t x t f t x t⋅ = ⋅ ， 

( )( )( ) ( )( ), : , ,g t x t g t x t⋅ = ⋅ 。作 X 中的算子 A 和 B： 

( ),x t
Ax

ω
ω

∂
=

∂
, ( ) ( ) ( ){ }, 0 1 0D A x X x X x x′= ∈ ∈ = = , ( )Bu b u= ⋅  

则系统(7)可化为形如问题(1)的分数阶发展方程控制系统。由文献[6]，A 生成 X 中的等度连续半群

( )( )0T t t ≥ 。 
若系统(7)满足条件(H1)~(H4)，则按照定理 3.1，系统(7)在区间 I 上精确可控。 
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