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Abstract 
In this paper, we study an epidemic model of random distributed delay SIRS with temporary im-
munity. By constructing proper lyapunov functions, the existence and uniqueness of positive solu-
tions are obtained. Sufficient conditions for the extinction of the disease are also obtained and thre-
sholds are given. 
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摘  要 

本文研究了一种具有临时免疫的随机分布时滞SIRS流行病模型。通过构造合适的李雅普诺夫函数，得到

了系统正解的存在性和唯一性。还得到了疾病灭绝的充分条件并给出了阈值。 
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1. 引言 

传染病已经严重的威胁了人类的健康和生命。根据世界卫生组织的调查，世界上近三分之一的人口

死于传染病，这对人类来说是个可怕的数字。为了预防和控制传染病的传播，许多学者运用数学模型来

研究传染病传播的动力学行为[1] [2] [3]。传统的传染病模型将整个人群分为三类：易感人群 S，受感染

的人群 I 和康复人群 R。对于某些疾病，一些从感染中恢复的人对再次感染有短期或长期的免疫力。因此，

我们必须在模型中考虑免疫效应，以便更好地反映传染病传播的实际动态，及时预测未来传染病的爆发。

免疫可以在一个人从感染中恢复后自然获得，也可以通过母亲的抗体传染给新生儿。由于一些疾病提供

终身免疫，而另一些疾病只提供临时免疫，因此免疫的持续时间各不相同。 
时滞微分方程已成功地应用于 SIR、SIS 和 SIRS 流行病模型。Hethcote 和 van den Driessche [4]考虑

了一种 SIS 传染病的模型，该模型具有可变的种群规模和恒定的感染持续时间。研究还得到 Hopf 分岔可

能发生在特有的平衡点上，并导致某些参数值的周期性振荡。Beretta et al. [5]研究了具有分布时滞的 SIR
流行病模型的全局稳定性，并且描述了个体失去传染性所需的时间。使用了李亚普诺夫函数来确认无病

和地方病平衡点的全局稳定性。最近，Brauer et al. [6]应用线性发病率研究感染性疾病在双菌斑环境中的

传播动态。主要的假设有一个固定的临时免疫期，在此期间恢复的人群返回到易感人群中。Konstantin et 
al. [7]主要认为免疫力随着时间的推移而减弱，提出了一种考虑免疫周期变化的分布式时滞微分方程模型，

并且证明了无病平衡和地方病平衡的稳定性。这意味着在一个人康复之后，只有在对这种疾病有了一段

时间的免疫力之后才会再次变得易感。模型如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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0

d e d ,
d
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d
d e d ,
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这里的所有参数均为正的常数， ( )S t 代表易感者的数量， ( )I t 代表染病者的数量， ( )R t 代表恢复者的数

量。Λ表示招募率， ( )N t 代表总人口， µ 表示自然死亡率， β 表示传染率系数， γ 表示恢复率并且有 

( ) ( )
0

d 1, 0g s s g s
∞

= ≥∫ 。 

另一方面，由于传染病在传播过程中受到环境噪声的影响[8]-[13]。确定性数学微分方程模型在预测

传染病传播动态方面具有一定的局限性，因此，在数学模型中考虑随机噪声是必要的。与确定性模型相

比，随机微分方程模型能更准确地预测未来传染病的传播。目前，引入随机扰动的方法很多[14]-[20]。一

般情况下，环境波动可以用高斯白噪声来模拟。在这篇论文中，受文献[21]的启发，假设 β 在平均值附

近波动，所以 β 可以看作是这样一个随机变量 β β βσ→ + 。因此，随机微分方程描述如下： 
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( )B t 是独立的标准布朗运动，σ 表示标准高斯白噪声强度。由于系统(2)中的前两个方程与第三个方程无

关，所以系统可以等价地写成： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

d e d d d ,

d d d .
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∞ −  = Λ − − + − −   
 = − + +  

∫         (3) 

2. 全局正解的存在唯一性 

引理 2.1 任何初始值 ( )0 0S > 和 ( ) 0I ζ ≥ 对于 [ ),0ζ τ∈ − 有 ( )0 0I > 。当 0t ≥ 时，系统(3)存在唯一的

正解 ( ) ( )0, 0S t I t> > 且该解以 1 为概率几乎处处。 
证明：因为系统(3)的系数满足局部 Lipschitz 条件，因此，对于任意给定的初值 ( ) ( )( ) 20 , 0S I R+∈ ，

系统(3) 存在唯一的局部解 ( ) ( )( ),S t I t ， [ )0, et τ∈ ，其中 eτ 表示爆破时间[22]。为了证明 ( ) ( )( ),S t I t 是

全局的，我们只需要证明 eτ = ∞ 几乎处处成立。令 0 0m ≥ 是一个足够大的数使得 ( ) ( )( )0 , 0S I 位于区间 

0
0

1 ,m
m
 
 
 

中。对每一个整数 0m ≥ ，定义停时 

[ ) ( ) ( ){ }inf 0, : 0 0 .m et S t I tτ τ= ∈ ≤ ≥或  

在这篇文章中，记∅ = ∞ (通常∅表示空集)。明显，当m →∞时， mτ 是单调递增的。令 lim mm
τ τ∞ →∞

= ， 

有 eτ τ∞ ≤ 几乎处处。因此我们只需要证明τ∞ = ∞几乎处处。利用反证法，假设τ∞ ≠ ∞，则存在常数 0T ≥

和 ( )0,1ε ∈ 使得 

{ } .P Tτ ε∞ ≤ >  

因此，存在一个整数 1 0m m≥ 使得 

{ } 1,   .mP T m mτ ε≤ ≥ ∀ ≥                                (4) 

定义 2C -函数 2:V R R+ →  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ln .V S t I t S t I t=                              (5) 

给系统(3)应用 Itô’s 公式，对于所有的 [ ), et τ τ∈ − 时有 ( )m Tω τ∈ < 。也可以得到 
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由此得出 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )d , , d d .V S t I t H S t I t dt I t B t S t B tσ σ≥ − +                  (6) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

, .
2 2
I t S t

H S t I t I t
σ σ

β µ µ γ= − − − + − −  

对(6)两边从 0 到 t 积分，得到 
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, 0 , 0 , d d d .
t
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因为 ( ) ( )( ),m mS Iτ τ 等于 0，所以可以得到 

( ) ( )( )lim , .
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V S t I t

τ→
= −∞  

对于(7)，令 mt τ→ ，可以得到 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
0 1 1 2 20 , 0 , , dm

m mV S I Z S u I u R u u B B
τ

σ τ σ τ−∞ = + + + > −∞∫ ，这就产生了矛盾。 

因此有 mτ = ∞  a.s.因此，上述证明就完成了。 
引理 2.2 ( ) ( )( ),S t I t 是模型(3)的解， ( )0 0S > 和 ( ) 0I ζ ≥ 对于所有的 [ ),0ζ τ∈ − 有 ( )0 0I > 是解的初

值，则有 

( ) ( )( )
0

sup   a.s.
t

S t I t
≥

+ < ∞                                 (8) 

证明： 
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首先需要证明 
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用假设方法来证明 
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因此，我们得到 

( ) ( )( ){ }limsup 0,
t

S t I t
→∞

+ = ∞ >  

因此，有 0ξ > 和 nt 满足 
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存在一个足够大的常数 M 使得 N N +∈ ，当 n N> 时有 

( ) ( )( ){ } .
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+ > >  

显然，当 n N> 有 
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2n n
MS t I t ξ
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因此， 
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( ) ( )( )lim sup .
2n nn

MS t I t ξ
→∞

+ ≥  

令 M →∞，可以得到 

( ) ( )( )lim sup .n nn
S t I t

→∞
+ = ∞                               (10) 

此外，当 0t ≥ ，我们可以得到以下方程 
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因此，可以得到 
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进一步，可以得到 

( ) ( )limsup ,
t

S t I t
µ→∞

Λ
+ ≤    

这就产生了矛盾，因为上面不等式的右边是有限的。于是，我们得到 

( ) ( )( ){ }limsup 1.
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由于 ( )S t 和 ( )I t 是连续的，结合(9)有 
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t

S t I t
≥
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因此，我们完成了上述证明。 
显然，我们可以由引理 2.1 和引理 2.2 得到以下定理： 
定理 2.3 令 ( ) ( )( ),S t I t 是系统(3)带有任意初值 ( ) ( )( ) 20 , 0S I +∈ 的解，那么系统(3)存在唯一的全局

解 ( ) ( )( ),S t I t ，且该解以概率 1 停留在 2R+ 中，即当 0t ≥ 时，系统(3)的解 ( ) ( )( ) 2,S t I t R+∈ 。 

3. 疾病的灭绝性 

在这一节中，我们将讨论疾病的灭绝，定义 

( )
2 2
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β σ
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定理 3.1 令 ( ) ( )0, 0S t I t> > 是系统(3)的解，其中 ( )0 0S > 和 ( ) 0I ζ ≥ 对于 [ ),0ζ τ∈ − 有 ( )0 0I > 是

解的初值，则 
1) 如果 0σ > ，则 
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2) 如果 2
0Nβ σ≥ ，则 

( ) ( )( )ln ˆlimsup 1    a.s.
t
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R
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µ γ

→∞
≤ + −  

证明：根据文献[23]和定理 2.1，当所有的数 0t T≥ 时，对于任意的数 0η > ，存在一个常数 0T 满足 

( ) ( ) 0S t I t N η+ ≤ + ，应用 Itô’s 公式，其中 ( )0 max 0 ,N N
µ

 Λ
=  
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                  (12) 

先证明上述定理的结论(2)。如果 0σ = ，可以得到 

( ) ( ) ( )0d ln d ,I t N tβ η µ γ ≤ + − +   

对于所有的 0t T≥ ，显然有 
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 +
≤ + − + 

 

由于η的任意性，可以得到 
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根据方程(12)，如果 0σ > ，那么对于任意的 0> 有 
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接下来构造一个函数 
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时， ( )J x 是单调递增函数，当 2 ,x β

σ
+ ∈ ∞ 


时， ( )J x 是单调递减函数。根据条件

2
0Nβ σ≥ 就可以得到 0 2N β
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≤ 。因此，选择一个常数 0η > 使得η ≤ 和 0 2N βη

σ
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            (13) 

根据强大数定理有 
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t
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根据(13)可以得到 
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( ) ( )0
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由于 和η的任意性，可以得到 
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接下来证明定理 3.1 的结论(1)。如果 0σ > ，则 ( )J x 在 2x β
σ
+

=

时有一个最大值
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22
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因此，对所有的 0t ≥ 时有 
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然后 
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+
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与上述方法相似，我们还可以得到 

( ) ( )
2

2

ln
limsup    a.s.

2t

I t
t

β µ γ
σ→∞

≤ − +  

因此，上述证明已完成。 

注 3.2 由定理 3.1 表明，如果条件(1) 
( )

2
2

2
βσ
µ γ

>
+

或者(2) 2

0N
βσ ≤ 和 ˆ 1R < 满足，则对于系统(3)

的任意一个解 ( ) ( )( ),S t I t 总是有 ( )lim 0
t

I t
→∞

= 。这意味着疾病灭绝。 

4. 结论 

本文研究了具有分布时滞的参数扰动下的 SIRS 传染病模型，并证明了系统(3)解的唯一性和存在性， 

并且通过构造合适的李雅普诺夫函数得到疾病灭绝的条件，即
( )

2
2

2
βσ
µ γ

>
+

或者 2

0N
βσ ≤ 和 ˆ 1R < 满足时 

疾病灭绝。 
另一方面，本文考虑的内容还不全面，还有许多问题值得进一步的考虑，例如，我们只考虑由白噪

声描述的连续随机扰动。事实上，还有一些随机扰动可以用电报噪声和 Lévy 噪声来模拟。我们只考虑了

疾病灭绝和持续的充分条件，疾病灭绝和持续的必要条件并没有得到。本文所考虑的发生率是双线性和

标准发生率，今后的工作还可以研究其他形式发生率(如饱和发生率)下传染病模型的稳定性问题。 

参考文献 
[1] Buonomo, B., D’Onofrio, A. and Lacitignola, D. (2008) Global Stability of an SIR Epidemic Model with Information 

Dependent Vaccination. Mathematical Biosciences, 216, 9-16. https://doi.org/10.1016/j.mbs.2008.07.011 
[2] Korobeinikov, A. and Wake, G.C. (2002) Lyapunov Functions and Global Stability for SIR, SIRS, and SIS Epidemio-

logical Models. Applied Mathematics Letters, 15, 955-960. https://doi.org/10.1016/S0893-9659(02)00069-1 
[3] Korobeinikov, A. (2006) Lyapunov Functions and Global Stability for SIR and SIRS Epidemiological Models with 

Non-Linear Transmission. Bulletin of Mathematical Biology, 68, 615-626. https://doi.org/10.1007/s11538-005-9037-9 
[4] Hethcote, H.W. and Driessche, P. (1995) An SIS Epidemic Model with Variable Population Size and a Delay. Journal 

of Mathematical Biology, 34, 177-194. https://doi.org/10.1007/BF00178772 

https://doi.org/10.12677/pm.2020.106071
https://doi.org/10.1016/j.mbs.2008.07.011
https://doi.org/10.1016/S0893-9659(02)00069-1
https://doi.org/10.1007/s11538-005-9037-9
https://doi.org/10.1007/BF00178772


张小红，刘锐杰 

 

 
DOI: 10.12677/pm.2020.106071 592 理论数学 
 

[5] Beretta, E., Hara, T., Ma, W. and Takeuchi, Y. (2001) Global Asymptotic Stability of an SIR Epidemic Model with 
Distributed Time Delay. Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 47, 4107-4115.  
https://doi.org/10.1016/S0362-546X(01)00528-4 

[6] Brauer, F., Driessche, P.V.D. and Wang, L. (2008) Oscillations in a Patchy Environment Disease Model. Mathematical 
Biosciences, 215, 1-10. https://doi.org/10.1016/j.mbs.2008.05.001 

[7] Blyuss, K.B. and Kyrychko, Y.N. (2010) Stability and Bifurcations in an Epidemic Model with Varying Immunity Pe-
riod. Bulletin of Mathematical Biology, 72, 490-505. https://doi.org/10.1007/s11538-009-9458-y 

[8] Zhou, Y., Zhang, W. and Yuan, S. (2014) Survival and Stationary Distribution of a SIR Epidemic Model with Stochas-
tic Perturbations. Applied Mathematics & Computation, 244, 118-131. https://doi.org/10.1016/j.amc.2014.06.100 

[9] Lahrouz, A. and Settati, A. (2014) Necessary and Sufficient Condition for Extinction and Persistence of SIRS System 
with Random Perturbation. Applied Mathematics & Computation, 233, 10-19.  
https://doi.org/10.1016/j.amc.2014.01.158 

[10] Ji, C. and Jiang, D. (2014) Threshold Behaviour of a Stochastic SIR Model. Applied Mathematical Modelling, 38, 
5067-5079. https://doi.org/10.1016/j.apm.2014.03.037 

[11] Liu, Q. and Chen, Q. (2015) Analysis of the Deterministic and Stochastic SIRS Epidemic Models with Nonlinear Inci-
dence. Physica A: Statistical Mechanics & Its Applications, 428, 140-153. https://doi.org/10.1016/j.physa.2015.01.075 

[12] Zhang, X.B., Huo, H.F., Xiang, H. and Meng, X.Y. (2014) Dynamics of the Deterministic and Stochastic SIQS Epi-
demic Model with Non-Linear Incidence. Applied Mathematics & Computation, 243, 546-558.  
https://doi.org/10.1016/j.amc.2014.05.136 

[13] Ji, C.Y., Jiang, D.Q. and Shi, N.Z. (2014) The Behavior of an SIR Epidemic Model with Stochastic Perturbation. Sto-
chastic Analysis & Applications, 30, 755-773. https://doi.org/10.1080/07362994.2012.684319 

[14] Roberts, M.G. and Saha, A.K. (1999) The Asymptotic Behaviout of a Logistic Epidemic Model with Stochastic Dis-
ease Transmission. Applied Mathematics Letters, 12, 37-41. https://doi.org/10.1016/S0893-9659(98)00123-2 

[15] Khasminskii, R. (1980) Stochastic Stability of Differential Equations. Springer, Berlin. 
[16] Meng, X., Liu, R. and Zhang, T. (2016) Adaptive Dynamics for a Non-Autonomous Lotka-Volterra Model with Size- 

Selective Disturbance. Nonlinear Analysis: Real World Applications, 16, 202-213.  
https://doi.org/10.1016/j.nonrwa.2013.09.019 

[17] Liu, M. and Fan, M. (2017) Permanence of Stochastic Lotka-Volterra Systems. Journal of Nonlinear Science, 27, 425-452.  
https://doi.org/10.1007/s00332-016-9337-2 

[18] Ma, H. and Jia, Y. (2016) Stability Analysis for Stochastic Differential Equations with Infinite Markovian Switchings. 
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 435, 593-605. 

[19] Zhang, B. (1976) Stochastic Differential Equations and Their Applications. 159-235. 
[20] Liu, L. and Meng, X. (2017) Optimal Harvesting Control and Dynamics of Two-Species Stochastic Model with Delays. 

Advances in Difference Equations, 2017, Article No. 18. https://doi.org/10.1186/s13662-017-1077-6 
[21] Gray, A., Greenhalgh, D., Hu, L., Mao, X. and Pan, J. (2011) A Stochastic Differential Equation SIS Epidemic Model. 

SIAM Journal on Applied Mathematics, 71, 876-902. https://doi.org/10.1137/10081856X 
[22] Mao, X., Marion, G. and Renshaw, E. (2002) Environmental Brownian Noise Suppresses Explosions in Population 

Dynamics. Stochastic Processes & Their Applications, 97, 95-110. https://doi.org/10.1016/S0304-4149(01)00126-0 
[23] Tang, T., Teng, Z. and Li, Z. (2015) Threshold Behavior in a Class of Stochastic SIRS Epidemic Models with Nonli-

near Incidence. Stochastic Analysis & Applications, 33, 994-1019. https://doi.org/10.1080/07362994.2015.1065750 

https://doi.org/10.12677/pm.2020.106071
https://doi.org/10.1016/S0362-546X(01)00528-4
https://doi.org/10.1016/j.mbs.2008.05.001
https://doi.org/10.1007/s11538-009-9458-y
https://doi.org/10.1016/j.amc.2014.06.100
https://doi.org/10.1016/j.amc.2014.01.158
https://doi.org/10.1016/j.apm.2014.03.037
https://doi.org/10.1016/j.physa.2015.01.075
https://doi.org/10.1016/j.amc.2014.05.136
https://doi.org/10.1080/07362994.2012.684319
https://doi.org/10.1016/S0893-9659(98)00123-2
https://doi.org/10.1016/j.nonrwa.2013.09.019
https://doi.org/10.1007/s00332-016-9337-2
https://doi.org/10.1186/s13662-017-1077-6
https://doi.org/10.1137/10081856X
https://doi.org/10.1016/S0304-4149(01)00126-0
https://doi.org/10.1080/07362994.2015.1065750

	SIRS Epidemic Model with Temporary Immunity and Distributed Delay
	Abstract
	Keywords
	具有临时免疫的分布时滞SIRS流行病模型
	摘  要
	关键词
	1. 引言
	2. 全局正解的存在唯一性
	3. 疾病的灭绝性
	4. 结论
	参考文献

