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Abstract 
The purpose of this article is to use the properties of block matrices and matrix direct products to 
generalize the elements of the Vandermonde determinant into a matrix form, so that the genera-
lized determinant still has a general solution formula similar to the Vandermonde determinant, 
and can solve more complicated problem of determinant evaluation. 
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摘  要 

本文旨在利用分块矩阵及矩阵直积的性质，将范德蒙行列式中的元素换成矩阵形式进行推广，使其推广

后的行列式仍具有类似范德蒙行列式的通解公式，且能解决更复杂的行列式求值问题。 
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1. 引言 

范德蒙行列式在向量空间理论、线性变换理论、多项式理论、微积分等方面都有重要贡献，如参考

文献[1] [2] [3]；在其他工程技术领域如计算机技术、自动化技术等也有广泛的应用。但由于传统的范德

蒙行列式中的元素均为实数，适用范围有限，故本文利用分块矩阵及矩阵直积的性质，将行列式中的元

素换成分块矩阵进行推广，使其应用范围更加广泛。 

2. 预备知识 

1) n 阶范德蒙行列式的通解公式 

( )
1 2 3
2 2 2 2
1 2 3

1

1 1 1 1
1 2 3

1 1 1 1

n

n i j
j i n

n n n n
n

a a a a
d a a a a a a

a a a a

≤ < ≤

− − − −

= = −∏







   



。 

2) 分块矩阵 3 点性质： 
性质 2.1：[4]设矩阵 ( )ik s n

A a
×

= ，矩阵 ( )kj n m
B b

×
= ，把 A，B 分成一些小矩阵： 

1 2

1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

l

l

l

t t t tl

n n n
s A A A

A s A A A

s A A A

 
 =  
 
 
 







   



，

1 2

1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

r

r

r

l l l lr

m m m
n B B B

B n B B B

n B B B

 
 =  
 
 
 







   



， 

其中 ijA 是 i js n× 小矩阵，每个 ijB 是 i jn m× 小矩阵，于是有 

1 2

1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

r

r

r

t t t tr

m m m
s C C C

C AB s C C C

s C C C

 
 = =
 
 
  







   



 

其中， 1 1 2 2pq p q p q pl lqC A B A B A B= + + + 。 
性质 2.2：[4]若矩阵 A 可逆，则有 

1A B
A D CA B

C D
−= −  

3) 矩阵直积的定义与性质： 
定义 2.1：设矩阵 ( )ij m n

A a
×

= ， ( )ij p q
B b

×
= ，称如下的分块矩阵 

11 12 1

1 2

n

m m mn

a B a B a B
A B

a B a B a B

 
 ⊗ =  
 
 



  


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为 A 与 B 的直积。 
性质 2.3：[5] m mA C ×∈ 的全体特征值是 1 2, , , mλ λ λ ， n nB C ×∈ 的全体特征值是 1 2, , , nu u u ，则 A B⊗

的全体特征值是 ( )1,2, , ; 1, 2, ,i j i m j nλ µ = =  。 
证明：因为任何方阵都可以化成约当标准型，且对角线的元素都是矩阵的特征值，所以用约当标准

型来证明，因为存在 P、Q，使得 
1

AP AP J− = ， 1
BQ BQ J− = ， 

1

1 2

1

A

m m

t
J

t

λ
λ

λ−

 
 
 =
 
 
 

 

，

1

1 2

1

B

n n

s
J

s

µ
µ

µ−

 
 
 =
 
 
 

 

， 

这里 it ， is 代表 1 或者 0，于是 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1
A BP Q A B P Q P AP Q BQ J J− − −⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ = ⊗ ， 

故 A B⊗ 的特征值即 A BJ J⊗ 的特征值是 i jλ µ 。 
性质 2.4：[5]设 m mA C ×∈ ， n nB C ×∈ ，则

n mA B A B⊗ = ⋅ 。 
证明：由性质 2.4，知 A B⊗ 的特征值是 i jλ µ ，于是 

( ) ( )mn n m
i j i jA B u A Bλ µ λ⊗ = = × =∏ ∏ ∏ 。 

3. 主要结论 

命题 3.1：设方阵 A 由如下分块矩阵组成 

11 1 1

1

1

j n

i ij in

n nj nn

A A A

A A AA

A A A

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

 

    

 

    

 

 

其中 ( )1ijA i n≤ ≤ 都是 s 阶方阵，M 是任一 s 阶方阵，对于矩阵 

11 1 1

1

1

j n

i ij in

n nj nn

A MA A

A MA AB

A MA A

 
 
 
 =
 
 
 
 

 

    

 

    

 

，

11 1 1

1

1

j n

i ij in

n nj nn

A A A

MA MA MAC

A A A

 
 
 
 =
 
 
 
 

 

    

 

    

 

 

则有 B C M A= = 。 

证明：

11 1 1

1

1

j n

i ij in

n nj nn

A A A E E

A A AB AM M

A A A E E

     
     
     
     = ⋅ = ⋅     
     
     

         

 

    

 

 

    

 

 
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于是 =

E

B A A MM

E

= ⋅ ⋅




。 

同理，

11 1 1

1

1

j n

i ij in

n nj nn

A A AE E

A A AC AM M

A A AE E

    
    
    
    = ⋅ = ⋅
    
    

        

 

    

 

 

    

 

 

， 

于是

E

C A M A A M BM

E

= ⋅ = ⋅ = ⋅ =




,证明完毕。 

定理 3.1：设 n 阶分块矩阵的行列式如下： 

1 2 3
2 2 2 2
1 2 3

1 1 1 1
1 2 3

n

n

n n n n
n

E E E E
D D D D

D D D D D

D D D D− − − −

=







   



                               (1) 

其中，小矩阵块 ( ), 1iE D i n≤ ≤ 均为同阶方阵，则有
1

i j
j i n

D D D
≤ < ≤

= −∏ 。 

证明(数学归纳法)： 
当 2n = 时由性质 2.2，可得 

2 1 2 1
1 2

E E
E D D EE D D

D D
= − = −  

满足定理公式。 
假设定理公式对于 1n − 阶的行列式成立，现在来看对于 n 阶的情形。在(1)式中，用第 n 行减去 1D 左

乘第 1n − 行，用第 1n − 行减去 1D 左乘第 2n − 行，也就是自下而上依次用每一行减去 1D 左乘它上一行，

也即 

1 21

1 1 1
1 21

1 21

1 1 1
1 21

n

n n n
n

n

n n n
n

E E EE
D D DD E

D D DD E

E E EE
D D DD E

D

D D DD E

− − −

− − −

  
  −   
  
  

−  

−
= ⋅ =

−





   







   



 

因此可得： 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 1

1 2 1 2
2 1 2 1

2 1 3 1 1
2 2 2
2 1 2 3 1 3 1

1 2 1 2 1 2
2 1 2 3 1 3 1

2 1 3 1 1

2 1 2 3 1 3 1

2 2
2 1 2 3 1 3

n

n n n n
n n

n

n n

n n n n n n
n n

n

n n

n n
n

E E E
O D D D D

D

O D D D D D D

D D D D D D
D D D D D D D D D

D D D D D D D D D

D D D D D D
D D D D D D D D D

D D D D D D D

− − − −

− − − − − −

− −

− −
=

− −

− − −
− − −

=

− − −

− − −
− − −

=

− − −





  







  







  

 ( ) 2
1

n
nD D −

 

由命题 3.1，上式可以化简为： 

2 3
2 1 3 1 1

2 2 2
2 3

n
n

n n n
n

E E E
D D D

D D D D D D

D D D− − −

− × − × × − ×







  



 

由于后面这个行列式是一个 1n − 级范德蒙行列式的矩阵推广形式，根据归纳假设，它就等于所有可

能差 ( )2i jD D j i n− ≤ < ≤ 的乘积；又由于包含 ( )1 2kD D k n− ≤ ≤ 的项在前面已经全部出现。因此，可

以得出结论，定理公式对 n 级范德蒙行列式的矩阵推广形式也成立。根据数学归纳法，证明完毕。 
定理 3.2：若 n 阶分块矩阵行列式如下： 

1 2 3
2 2 2 2
1 2 3

1 1 1 1
1 2 3

m

m

m m m m
m

B B B B
a B a B a B a B

D a B a B a B a B

a B a B a B a B− − − −

=







   



 

其中 n nB C ×∈ ，则有 

( )
1

n
m

i j
j i n

D a a B
≤ < ≤

 
= − 
 
∏ 。 

证明：令 

1 2 3
2 2 2 2
1 2 3

1 1 1 1
1 2 3

1 1 1 1

n

n

m m m m
m

a a a a
A a a a a

a a a a− − − −

 
 
 
 =
 
 
 
 







   



 

由矩阵直积的定义 2.1 及性质 2.4 可知： 
n mD A B A B= ⊗ =  

根据范德蒙行列式的通解公式，可知： 
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( )
1

i j
j i n

A a a
≤ < ≤

= −∏  

故上式可整理得： 

( )
1

n
m

i j
j i n

D a a B
≤ < ≤

 
= − 
 
∏  

完成证明。 

4. 应用举例 

1) 计算

1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 2 1 3 1 4
2 3 3 4 4 5
5 8 10 15 17 24
8 13 15 25 24 41

D = 的值。 

解： 

由于

21 2 5 8
2 3 8 13

= ，

21 3 10 15
3 4 15 25

= ，

21 4 17 24
4 5 24 41

= ， 

令 1

1 2
2 3

D = ， 2

1 3
3 4

D = ， 3

1 4
4 5

D = ， 

所以可以直接使用定理 3.1，解得： 

( ) ( ) ( )2 1 3 1 3 2

0 1 0 2 0 1
1 4 1 4.

1 1 2 2 1 1
D D D D D D D= − − − = × × = − × − × − = −  

2) 计算

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
3 4 3 4 3 4

2 2 2
3 4 3 4 3 4

2 2 2
3 4 3 4 3 4

x x y y z z
D

x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

= 的值。 

解： 

2 2 2

1 1 1
1 2
3 4

D x y z
x y z

 
  = ⊗     

 

 

利用定理 3.2，可直接解得结果为 

( )( )( )( ) ( )( )( )( )
2

3 3
2 2

2 2 2

1 1 1
1 2 1 2

8
3 4 3 4

D x y z z y z x y x z y z x y x
x y z

= × = − − − = − − − −  
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