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摘  要 

首先，对修正的两指标Camassa-Holm方程的周期边值问题建立局部适定性。其次，得到有关该方程强

解的一些爆破结果。 
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Abstract 
We first establish local well-posedness for a periodic modified 2-component Camassa-Holm equa-
tion. We then obtain several blow-up results of strong solutions to the equation. 
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1. 简介 

这篇文章我们考虑如下周期边值问题(MCH2) 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0

0

2 , 0,
( ) 0, 0,

0, ,
0, ,
, , 1 , 0,
, , 1 , 0,

t x x x

t x

y uy yu g t x
u t x

u x u x x
x x x

u t x u t x t x
t x t x t x

ρρ
ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

+ + = − > ∈
 + = > ∈
 = ∈
 = ∈
 = + > ∈


= + > ∈













                         (1.1) 

其中 xxy u u= − ， ( )( )2 ˆ1 xρ ρ ρ= − ∂ − ， ( ),u t x 表示流动的水平速度， ( ),t xρ 表示平均密度， ρ̂ 是一个常

数。g 代表浅水波的竖直向下重力加速度，为了方便起见，本文中令 1g = 。 
令 ˆγ ρ ρ= − ，那么 Gγ ρ= ∗ ，其中符号 ∗代表空间卷积， ( )G x 是算子 ( ) 121 x

−
− ∂ 的格林函数。 

( )
[ ]( )
( )

cosh 1 2
2sin 1 2

x x
G x

− −
= , x∈ , =    

那么方程(1.1)等价为如下方程 

( )( )
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 
 + + ∗ + = > ∈

 
 
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 = ∈


= ∈
 = + > ∈


= + > ∈
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











                (1.2) 

该方程有守恒量 

( ) 2 2 2 2dx xE t u u xγ γ= + + +∫  

本文主要应用 Hu、Yin [1]，Guo [2]的解法，参考 Ma、Jin [3]和 Guan、Karlsen、Yin [4]中对格林函

数和第二个分量的估计，做出适应 MCH2 周期边值问题的估计。 
Hu、Yin [1]给出了带有涡度的两分量的 Camassa-Holm 方程周期边值问题的爆破判别条件和存在条

件，该文应用解常微分不等式的方法给出了 3 个判别定理，并且讨论了两个分量的奇偶性。Guo [2]给出

两分量的 Camassa-Holm 方程周期边值问题的爆破解的判别条件，同样应用常微分方程不等式的方法，不

同点在于该文对第一个分量一阶导数初值的上确界和下确界进行讨论。Ma、Jin [3]和 Guan、Karlsen、Yin 
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[4]给出 MCH2 初值问题的爆破解的判别条件，并未对周期边值问题进行讨论。受上述四篇文章的启发，

本文讨论 MCH2 的周期边值问题的爆破解。 
本文的安排如下。在第二节中，我们简洁给出一些必要的结论，包括方程(1.1)的局部适定性、爆破

的充要条件和研究爆破解判别条件有关的一些引理。在第三节中，我们应用第二节中的引理，分别给出

三种方程(1.1)解爆破的判别条件。 

2. 适定性 

为了文章的完整性，这一节我们回顾一些基本的结论并跳过证明。MCH2 的局部适定性能够从 Kato
半群理论[5]得到。在[4]中，该作者给予了一个适定性定理的详细描述。 

定理 2.1 [4] 给定 ( ) ( )0
0

0

s su
z H H

γ
 

= ∈ × 
 

  ， 3 2s > ，其中 =  ，存在最大时间 ( )0 0T T z= > ，

并且方程(1.2)存在唯一的强解
u

z
γ
 

=  
 

使得 

( ) [ ) ( ) ( )( ) [ ) ( ) ( )( )1 1 1
0., 0, ; 0, ;s s s sz z z C T H H C T H H− −= ∈ × ×     

并且强解连续依赖初值：映射 

( ) ( ) ( ) [ ) ( ) ( )( ) [ ) ( ) ( )( )1 1 1
0 0., : 0, ; 0, ;s s s s s sz z z H H C T H H C T H H− −→ × → × ×       

是连续的。并且最大时间 T 与指标 s 无关。 

定理 2.2 [4] 给定 ( ) ( )0
0

0

s su
z H H

γ
 

= ∈ × 
 

  ， 3 2s > ，其中 =  ，假设 ( )0 0T T z= > 是方程(1.2)

强解
u

z
γ
 

=  
 

存在的最大时间。如果存在 0M > 使得 

( ) ( ) [ ), , , 0,x xL L
u t t M t Tγ∞ ∞⋅ + ⋅ ≤ ∈ , 

那么 ( ),z t ⋅ 的 s sH H× 范数不在 [ )0,T 内爆破。 

定理 2.3 [4] 给定 ( ) ( )0
0

0

s su
z H H

γ
 

= ∈ × 
 

  ， 3 2s > ，其中 =  ，假设 ( )0 0T T z= > 是方程(1.2)

强解
u

z
γ
 

=  
 

存在的最大时间。那么该方程的解在有限时间内爆破当且仅当 

( ){ }liminf ,xt T x
u t x

→ ∈
= −∞



 

该定理给出方程(1.2)解爆破的充要条件，且在第三节中应用到定理 3.1、定理 3.2、定理 3.3 的证明过程中。 

引理 2.1 [1] 给定 ( ) ( )0
0

0

s su
z H H

γ
 

= ∈ × 
 

  ， 3 2s > ，其中 =  ，假设 ( )0 0T T z= > 是方程(1.2)

强解
u

z
γ
 

=  
 

存在的最大时间。如下初值问题 

( ) [ )
( )

, , 0,

0, ,
tq u t q t T

q x x x

 = ∈


= ∈ 

 

有唯一解 
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{ )( )1 0, ,q C T∈ ×   

并且映射 ( ),q t ⋅ 是上的单增同构，且 

( ) ( )( )( ) ( ) { )
0

, exp , , d 0, , 0,
t

x xq t x u s q s x s t x T= > ∈ ×∫   

引理 2.2 [1] 给定 ( ) ( )0
0

0

s su
z H H

γ
 

= ∈ × 
 

  ， 3 2s > ，其中 =  ，假设 ( )0 0T T z= > 是方程(1.2)

强解
u

z
γ
 

=  
 

存在的最大时间。那么我们有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) { )0, , , , , 0 ,xt q t x q t x x t x Tγ γ= ∈ ×  

并且如果存在某个 0x ∈使得 ( )0 0 0xγ = ，那么 ( )( )0, , 0t q t xγ = 对于所有的 [ )0,t T∈ 。 
引理 2.3 [1] 对任意 ( )1f H∈  ，有 

[ ]
( ) ( ) ( )1

22

0,1

1max
2 1 Hx

ef x f
e∈

+
≤

−   

引理 2.4 [1] 如果 ( )3f H∈  使得 

( ) 0d
2
a

f x x =∫  

那么对于任意 0ε > ，我们有 

[ ]
( )2 2 2

00,1

2 2max d
24 4xx

f x f x aε ε
ε∈

+ +
≤ +∫  

并且 

[ ]
( ) ( )1

22 2
00,1

2 2max
24 4Hx

f x f aε ε
ε∈

+ +
≤ +

 

3. 爆破 

定理 3.1 给定 ( ) ( )0
0

0

s su
z H H

γ
 

= ∈ × 
 

  ， 3 2s > ，其中 =  ，假设 ( )0 0T T z= > 是方程(1.2)

强解
u

z
γ
 

=  
 

存在的最大时间。假设 ( )0 : 0 0E E= ≠ 。如果存在 ( )0 0 0 0K K E= > 使得 

3
0, 0dxu x K<∫  

那么解在有限时间内爆破。 
证明： 

0M∃ > ，使得 ( ),xu t x M> − ，对任意 ( ) [ ), 0,t x T∈ × ，将 2
xu x∂ 作用于方程(1.2)第一个式子，然后应

用分部积分 

3 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2

d 1d d
d 2

1 1 1 1 13 d 3 d
2 2 2 2 2

x x

x x x x x

u x u x
t

u u x u G u u xγ γ γ γ

+

   = + − − ∗ + + −   
   

∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

我们首先将 41 d
2 xu x∫ 这一项做出估计。 
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注意到 

( ) ( )
1 1

3 4 22 2d d dx x xu x u x u x≤∫ ∫ ∫  
 

应用第一节中我们介绍了守恒量 

1 0Hu E≤  

得到如下不等式 

( ) ( )
1

2 24 3 3
2

0

1 1d d dx x x

H

u x u x u x
Eu

≥ ≥∫ ∫ ∫  
 

将上述估计式带入，我们得到 

( )23 3

0

2 2 2 2 2 2 2 2 2

d 1d d
d 2

1 1 1 1 13 d 3 d
2 2 2 2 2

x x

x x x x x

u x u x
t E

u u x u G u u xγ γ γ γ

+

   ≤ + − − ∗ + + −   
   

∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

其次我们将上述不等式的右端做出估计。 
由于 

2 2 21 1
2 2xG u u u ∗ + ≥ 

 
, 2 2d 0xu G xγ∗ ≥∫ , 2 2d 0xu xγ ≥∫ , 

( )
[ ]

( )

( )

2 2

2
0

1cosh
2 d

12sin
2

1 1cosh cosh
2 2d
1 12sin 2sin
2 2

x x

x

x y x y
G x y y

y y E

γ γ

γ

 − − − − 
 ∗ =

 
 
 

   
   
   ≤ ≤
   
   
   

∫

∫





 

再次代入得到如下不等式 

( )23 3 2 2 2 2 2
0

0

13cosh
d 1 1 1 2d d 3 d

1d 2 2 2 4sin
2

x x x xu x u x u u u x E
t E

γ

 
 
 + ≤ + +
 
 
 

∫ ∫ ∫  
 

为了将上述不等式右端作出估计，我们应用 Young 不等式和引理 2.3 

( ) ( )
2 2 2 2

0
1d d

2 1x xL

eu u x u u x E
e

∞
+

≤ ≤
−∫ ∫ 

 

然后我们估计 ( ) ( )
,

L
tγ ∞⋅


，注意到周期边值。应用引理 2.1 和引理 2.2，我们得到如下估计 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
0

0 0 1

, , ,

e e :

xL L L

Mt MT
L L

t t q t

M

γ γ γ

γ γ

∞ ∞ ∞

∞ ∞

−⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅

≤ ⋅ ≤ ⋅ =





 


 

将上述两个估计代入不等式得 
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( ) ( )
( )

23 3 2 2 2
0 1 0 0

0

13cosh3 1d 1 3 2d d
1d 2 4 1 2 4sin
2

x x

e
u x u x E M E E

t E e

 
 +  + ≤ + +

−  
 
 

∫ ∫ 
 

令 

( ) ( )23dxm t u x= ∫  

( )
( )

1
2

2 2 2
0 1 0 0

13cosh3 1 3 2
14 1 2 4sin
2

e
K E M E E

e

  
  +   = + +

−   
    

 

注意到如果 ( ) 00 2m E K< − ，那么 ( ) 02m t E K< − 。 
从而，我们解出上面的常微分不等式得到 

( )
( ) ( )

020 0

0 0

0 2 2 2
e 1 0

0 2 2
E Ktm E K E K

m E K m t E K
+

− ≤ ≤
− −

 

由于 

( )
( )

0

0

0 2
0 1

0 2
m E K
m E K

+
< <

−
 

那么存在 1T 满足 

( )
( )

0
1

0 0

0 210 ln
2 0 2

m E K
T

E K m E K

 −
< <   + 

 

使得 

( )
1

lim
t T

m t
↑

= −∞  

这与假设 0M∃ > ，使得 ( ),xu t x M> − ，对任意 ( ) [ ), 0,t x T∈ × ，相矛盾。 
令 0 02K E K= ，应用定理 2.2，我们推断出解在有限时间内爆破，完成了定理的证明。 
接下来我们给出第二个爆破结论。 

定理 3.2 给定 ( ) ( )0
0

0

s su
z H H

γ
 

= ∈ × 
 

  ， 3 2s > ，其中 =  ，假设 ( )0 0T T z= > 是方程(1.2)

强解
u

z
γ
 

=  
 

存在的最大时间。假设存在某个 0x ∈使得 ( )0 0 0xγ = ，并且存在 ( )0 0 0 0K K E= >  

( )0 0 0u x K′ <  

那么解在有限时间内爆破。 
证明： 
设 

( ) ( )( )0, ,xm t u t q t x=  

( ) ( )( )0, ,h t t q t xγ=  
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将 ( )m t 微分，我们有 

( ) ( ) ( )( )0
d , ,
d tx xxm t u u u t q t x

t
= +  

对公式(1.2)两侧求导，代入 ( )( )0, ,t q t x  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2
0 0

2 2 2 2
0 0 0

d 1 1 1, , , ,
d 2 2 2

1 1 1, , , , , ,
2 2 2

x

x x

m t m t u t q t x h t t q t x
t

G u t q t x u t q t x h t t q t x

γ

γ

= − + + −

 − ∗ + + −  

 

应用以下不等式 

2 2 21 1
2 2xG u u u ∗ + ≥ 

 
 

2
0

1cosh
2
12sin
2

xG Eγ

 
 
 ∗ ≤
 
 
 

 

并且注意到 ( ) ( )( )00 0, , 0h q t xγ= = 。根据引理 2.2，我们有 ( ) 0h t = ，对于 [ )0,t T∈ 。 
从而 

( ) ( ) ( )
2

0 0

1cosh
d 1 1 2

1d 2 4 1 4sin
2

em t m t E E
t e

 
 +  ≤ − + +

−  
 
 

 

令 

( )
2

0 0

1cosh
1 2

14 1 4sin
2

eK E E
e

 
 +  = +

−  
 
 

 

注意到如果 ( )0 2m K< − ，那么 ( ) 2m t K< − 。 
解上面不等式得到 

( )
( ) ( )

20 2 2 2e 1 0
0 2 2

Ktm K K
m K m t K

+
− ≤ ≤

− −
 

由于 

( )
( )

0

0

0 2
0 1

0 2
m E K
m E K

+
< <

−
 

那么存在 1T 满足 

( )
( )

0
1

0 0

0 210 ln
2 0 2

m E K
T

E K m E K

 −
< <   + 

 

使得 
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( )
1

lim
t T

m t
↑

= −∞  

令 0 2K K= ，我们推断出解在有限时间内爆破。 
类似定理 3.2 的证明过程，我们应用引理 2.4 的估计得到定理 3.3。 

定理 3.3 给定 ( ) ( )0
0

0

s su
z H H

γ
 

= ∈ × 
 

  ， 3s > ，其中 =  ，假设 ( )0 0T T z= > 是方程(1.2)强解

u
z

γ
 

=  
 

存在的最大时间。假设 

0
0d

2
a

u x =∫  

且存在某个 0x ∈使得 ( )0 0 0xγ = ，对 0ε∀ > ，有 

( ) 0 00
2

0 0

1cosh
2 2 2

124 4 2sin
2

u x E a Eε ε
ε

 
 + +  ′ < − + +
 
 
 

 

那么解在有限时间内爆破。 
证明：由于守恒量，我们有如下等式 

0
0d d

2
a

u x u x= =∫ ∫ 
 

根据守恒律，类似定理 3.2 证明过程，代入引理 2.4，我们有 

( ) ( )2 2
0 0 0

1cosh
d 1 2 2 2

1d 2 48 8 4sin
2

m t m t E a E
t

ε ε
ε

 
 + +  ≤ − + + +
 
 
 

 

令 

2
0 0 0

1cosh
2 2 2

148 8 4sin
2

K E a Eε ε
ε

 
 + +  = + +
 
 
 

 

根据上面定理 3.2 的结果，可以得出解在有限时间内爆破，完成定理的证明。 
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