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摘 要

本文主要研究复射影空间 CP2 中辛曲面的平均曲率流，证明了若初始辛曲面满足一定的曲率积分

拼挤条件，则平均曲率流将在 [0,∞) 上存在光滑解，且当 t → ∞ 时光滑收敛到 CP1。
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Abstract

In this paper, we study the mean curvature flow of symplectic surfaces in the complex
projective space CP2, and prove that if the initial symplectic surface satisfies certain
integral curvature pinching condition, then the mean curvature flow has a smooth
solution on [0,∞), and converges to CP1 as t → ∞.
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1. 引言

设 Σ 是 (n+ p)-维黎曼流形 Mn+p 中的浸入子流形, 并设浸入映射为 F0 : Σ → M . 以 F0 为初

值的平均曲率流是一个单参数族的浸入映射 F : Σ× [0, T ) → M , 满足

∂

∂t
F (x, t) = H(x, t), (x, t) ∈ Σ× [0, T ),

F (x, 0) = F0(x), x ∈ Σ,

这里 H 表示 Σ 的平均曲率向量.

设 M 是 Kähler 曲面, ω 表示 M 上的 Kähler 形式, J 是与 ω 相容的复结构, 则 M 上的黎曼

度量 ḡ 可表示为 ḡ(X,Y ) = ⟨X,Y ⟩ = ω(X, JY ), 其中 X,Y 是 M 上的光滑向量场. 对 M 中的实 2
维可定向曲面 Σ, 令 g 表示其上的诱导度量, dµΣ 表示 Σ 的体积形式. Σ 在 M 中的 Kähler 角 α

定义为 ω|Σ = cosαdµΣ. 如果 cosα > 0, 则称 Σ 为辛曲面; 如果 cosα = 1, 则称 Σ 为全纯曲线.

辛几何中一个非常有意义的问题是能否将 Kähler 曲面中的辛曲面形变为全纯曲线 [1]. 研究
这个问题的一个可能的途径是用平均曲率流形变这个辛曲面, 并证明极限曲面为全纯曲线 [2] [3].
陈 -李 -田 [3] 证明了如果辛曲面是个图, 则辛平均曲率流的长时间解存在, 且收敛到全纯曲线. 韩
-李 [4] 证明了在具有正数量曲率的 Kähler-Einstein 曲面中, 如果初始曲面充分接近于全纯曲线, 那
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么辛平均曲率流长时间解存在且收敛到全纯曲线. 韩 -李 -杨 [5] 证明了复射影空间中辛曲面的平均
曲率流解的长时间存在性和光滑收敛性.

定理 1 䇴 CP2 ᱥᑮޞ㓥ᡠ䶘ᴨ⦽Ѱ k > 0 Ⲻགྷሺᖧグ䰪 , Σ0 ᱥ CP2 ѣⲺ㍝㠪ᰖ䗯䗑ᴨ䶘. ྸ᷒
Σ0 Ⲻㅢӂะᵢᖘᕅ A, ᒩൽᴨ⦽ੇ䠅 H ૂ Kähler 䀈 α ┗䏩сࡍᶗԬҁж:

(1) ሯḆѠ λ ∈
(
1
2
, 2
3

]
, ᴿ |A|2 6 λ|H|2 + 2λ−1

λ
k, cosα >

√
7λ−3
3λ

;

(2) ሯḆѠ ε ∈
(
0, 14

265

]
, ᴿ |A|2 6 2

3
|H|2 + 4

5
k cosα, cosα > 1− ε.

䛙Ѿԛ Σ0 ѰٲࡓⲺᒩൽᴨ⦽⍷൞ [0,∞) рᆎ൞ݿ┇䀙, ъᖉ t → ∞ 㓥ᴨ㓵ޞࡦᮑ᭬┇ݿᰬ
Σ∞.

曹 -张 -赵 [6] 进一步研究了定理 1 的条件下 Σt 的渐近性质, 证明了下述定理.

定理 2 䇴 CP2 ᱥᑮޞ㓥ᡠ䶘ᴨ⦽Ѱ k > 0 Ⲻགྷሺᖧグ䰪, Σ0 ᱥ CP2 ѣⲺ㍝㠪ᰖ䗯䗑ᴨ䶘. ྸ᷒
Σ0 ┗䏩ᇐ⨼ 1 ѣⲺ (1) ᡌ (2), 䛙Ѿᆎ൞ᰬࡱ τ > 0, ֵᗍሯ t ∈ [τ,∞), ᴿ

|ϕ|2 6 ρτe
−δk(t−τ),

ъᶷ䲆ᴨ䶘 Σ∞ ᱥ CP1. 䘏䠂 ϕ 㺞⽰ Σ0 Ⲻᰖ䘯ㅢӂะᵢᖘᕅ, ρτ = σ maxΣτ
|ϕ|2, σ, δ ᱥ㔓ሯ↙

ᑮᮦ.

本文主要研究了曲率积分拼挤条件下 CP2 中辛曲面的平均曲率流的光滑收敛性, 证明了下述
结论。

定理 3 䇴 CP2 ᱥᑮޞ㓥ᡠ䶘ᴨ⦽Ѱ k > 0 Ⲻགྷሺᖧグ䰪, Σ0 ᱥ CP2 ѣⲺ㍝㠪ᰖ䗯䗑ᴨ䶘. 䇴ٽ
Σ0 Ⲻㅢӂะᵢᖘᕅ A ┗䏩 |A| 6 Λ, Kähler 䀈 α ┗䏩 cosα >

√
3
3

+ δ, ެѣ Λ ф δ ൽѰ↙ᑮᮦ,
䛙Ѿᆎ൞ӻד䎌ӄ n,Λ, δ Ⲻ↙ᑮᮦ ϵ, ֵᗍ㤛∫

Σ0

|A|2dµ0 < ϵ,

ԛࡏ Σ0 ѰٲࡓⲺᒩൽᴨ⦽⍷ሼ൞ [0,∞) рᆎ൞ݿ┇䀙, ъᖉ t → ∞ 㓥ᴨ㓵ޞࡦᮑ᭬┇ݿᰬ CP1.

2. 准备工作

Σ 是 Kähler 曲面 M 中的浸入曲面, F0 : Σ → M 为浸入映射. 令 F : Σ× [0, T ) → M 表示以

F0 为初值的平均曲率流, 并记 Σt = Ft(Σ)。

约定指标范围为

1 6 A,B,C, · · · 6 4, 1 6 i, j, k, · · · 6 2, 3 6 α, β, γ, · · · 6 4.

选取 {ei}, {eα} 分别为切丛 TΣ 和法丛 NΣ 的局部单位正交基, 并令 {ωA} 为 {eA} 的对偶基.
令 gij 表示 Σt 上的诱导度量, dµt 表示 Σt 上相应的体积形式. 令 A 和 H 分别表示 Σt 的第二基
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本形式和平均曲率向量, 并设 A =
∑
i,j,α

hα
ijω

i ⊗ ωj ⊗ eα, H =
∑
α

Hαeα, 则有 Hα =
∑
i

hα
ii. 我们有

引理 4 ( [5]) ⋵ᒩൽᴨ⦽⍷, ᡇԢᴿ

∂

∂t
gij = −2

∑
α

Hαhα
ij ,

∂

∂t
dµt = −|H|2dµt.

ഖ↚ᴿ
∂

∂t

∫
Σt

dµt = −
∫
Σt

|H|2dµt.

|A|2 和 |H|2 沿平均曲率流满足如下发展方程.

引理 5 ( [5]) ⋵ᒩൽᴨ⦽⍷, ᡇԢᴿ

∂

∂t
|A|2 = ∆|A|2 − 2|∇A|2 +

∑
α,i,j,k

hα
ij(R̄αijkk + R̄αkikj)

−4
∑

α,i,j,k,l

R̄lijkh
α
lkh

α
ij + 8

∑
α,β,i,j,k

R̄αβjkh
β
ikh

α
ij

−4
∑

α,i,j,k,l

R̄lijkh
α
lkh

α
ij + 8

∑
α,β,i,j,k

R̄αβjkh
β
ikh

α
ij

+2
∑

α,β,i,j

(∑
k

(hα
ikh

β
jk − hα

jkh
β
ik)

)2

+ 2
∑
α,β

(∑
i,j

hα
ijh

β
ij

)2

, (1)

∂
∂t
|H|2 = ∆|H|2 − 2|∇H|2 + 2

∑
α,β R̄αkβkH

αHβ + 2
∑

i,j

(∑
α H

αhα
ij

)2
. (2)

引理 5 中, R̄ABCD 表示 M 的黎曼曲率张量, R̄ABCDE 表示 R̄ABCD 的一阶协变微分.

令 ω 表示 M 上的 Kähler 形式, J 表示 M 上与 ω 相容的复结构. Σ 在 M 中的 Kähler 角 α

定义为 ω|Σ = cosαdµΣ. cosα 满足如下发展方程.

引理 6 ( [5]) ⋵ᒩൽᴨ⦽⍷, ᡇԢᴿ(
∂

∂t
−∆

)
cosα =

∣∣∇JΣt

∣∣2 cosα+Rc(Je1, e2) sin2 α,

䘏䠂 |∇JΣt
|2 = |h3

1k − h4
2k|2 + |h3

2k + h4
1k|2, Rc 㺞⽰ M Ⲻ Ricci ᴨ⦽ᕖ䠅.

∇JΣt
不依赖于局部标架的选取, 且满足

|∇JΣt
|2 > 1

2
|H|2, |∇ cosα|2 6 sin2 α|∇JΣt

|2. (3)

设 M 为常全纯截面曲率为 k > 0 的复射影空间 CP2, 则有

R̄ABCD = −k

4
[(δADδBC − δBDδAC) + (JADJBC − JBDJAC)− 2JABJCD].
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因此 CP2 是对称的 Einstein 流形, 且 Ricci 曲率张量满足 Rc = 3
2
kḡ. 因此 cosα 满足(

∂

∂t
−∆

)
cosα =

∣∣∇JΣt

∣∣2 cosα+
3

2
k cosα sin2 α. (4)

根据极值原理, cosα > 0 沿平均曲率流保持.

我们需要用到下述引理.

引理 7 ( [7]) 䇴 Σ ᱥ唄ᴲ⍷ᖘ Mn+p ѣⲺ n 㔪⎮ޛᆆ⍷ᖘ. ྸ᷒ M Ⲻঋሺঀᖺ┗䏩 inj(M) >
ι0 > 0, 唄ᴲᴨ⦽ᕖ䠅 |R̄m| 6 K0, Σ Ⲻㅢӂะᵢᖘᕅ┗䏩 |A| 6 Λ0, 䛙Ѿᆎ൞ӻד䎌ӄ n Ⲻ↙ᑮ

ᮦ k0 ૂӻד䎌ӄ n, p, ι0,Λ0,K0 Ⲻ↙ᑮᮦ r0, ֵᗍሯԱᝅ P ∈ Σ, ρ 6 r0, ਠ㾷 B(P, ρ) ⊂ Σ, ቧ
ᴿ vol(B(P,R)) > k0ρ

n.

3. 定理的证明

在节中我们给出主要定理的证明.
证明 根据 (4) 和极值原理, cosα >

√
3
3

+ δ 在平均曲率流下是保持的. 由 (1) 和 (2), 我们有

∂

∂t
|A|2 6 ∆|A|2 − 2|∇A|2 − k|A|2 − k

2
(3 cos2 α+ 1)|A|2 + 2k|H|2

+2
∑

i,j,α,β

[∑
k

(hα
ikh

β
jk − hα

jkh
β
ik)

]2
+ 2

∑
α,β

(∑
ij

hα
ijh

β
ij

)2

6 ∆|A|2 − 2|∇A|2 + 2k|A|2 + 3|A|4.

这里我们用到了

2
∑

i,j,α,β

(∑
k

(hα
ikh

β
jk − hα

jkh
β
ik)

)2

+ 2
∑
α,β

(∑
ij

hα
ijh

β
ij

)2

= 2
∑
α,β

N(AαAβ −AβAα) + 2
∑
α,β

[tr(AαAβ)]2

6 2|A|4,

这可由 [8] 中的李 -李不等式得到.

由极值原理可得, 存在 T1 = T1(k,Λ) > 0, 使得平均曲率流的光滑解在 [0, T1] 上存在, 且对
t ∈ [0, T1] 有 |A| 6 2Λ. 根据体积形式的发展方程，我们有

∂

∂t

∫
Σt

|A|2dµt =

∫
Σt

(
∂

∂t
|A|2

)
dµt −

∫
Σt

|A|2|H|2dµt

6
∫
Σt

(−2|∇A|2 + 2k|A|2 + 3|A|4)dµt

6 (2k + 12Λ2)

∫
Σt

|A|2dµt.
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令 f(t) =
∫
Σt

|A|2dµt, 则由上式可得

∂

∂t
f 6 (2k + 12Λ2)f.

根据极值原理, 有
f(t) 6 f(0)e(2k+12Λ2)t, t ∈ [0, T1].

若 t ∈
[
0, ln 2

2k+12Λ2

]
, 则 e(2k+12Λ2)t 6 2. 假设

∫
Σ0

|A|2dµ0 < ϵ, 其中 ϵ 待定. 则对 t ∈ [0, T2] 有∫
Σt

|A|2dµt 6 e(2k+12Λ2)t

∫
Σ0

|A|2dµ0 6 2ϵ,

其中 T2 = min
{
T1,

ln 2
2k+12Λ2

}
.

由引理 7, 对任意 t ∈ [0, T2], 存在绝对正常数 κ 和常数 r0 = r0(k,Λ) > 0, 使得只要 ρ 6 r0 且

Bt(P, ρ) ⊂ Σt, 那么 vol(Bt(P, ρ)) 6 κρ2.

选取 ϵ 使得 ϵ 6 r40/2. 我们可假设

max
Σt

|A| 6
(

1√
κ
+ C̄

)
(2ϵ)

1
4 , t ∈ [T2/2, T2],

其中 C̄ 为仅依赖于 k,Λ 的正常数. 事实上, 假设在点 xt ∈ Σt 处 |A| 取得最大值, 且 |A|(xt) >(
1√
κ
+ C̄

)
(2ϵ)

1
4 , 那么选取 ρ = (2ϵ)

1
4 6 r0, 有 C̄ρ = C̄(2ϵ)

1
4 < |A|(xt). 根据对 A 的高阶导数的估

计, 我们有 max
Σt

|∇A| 6 C̄, t ∈ [T2/2, T2], C̄ = C(k,Λ) 是仅依赖于 k,Λ 的正常数. 从而对任意点
x ∈ B(xt, ρ), 我们有

|A|(x) > |A|(xt)− C̄ρ > 0.

由引理 7,

2ϵ >
∫
Σt

|A|2dµt

>
∫
B(xt,ρ)

|A|2dµt

> [|A|(xt)− C̄ρ] vol(B(xt, ρ))

> [|A|(xt)− C̄ρ2]κρ2.

这与 |A|(xt) >
(

1√
κ
+ C̄

)
(2ϵ)

1
4 矛盾. 因此 max

Σt

|A| 6 C̃ϵ
1
4 , t ∈ [T2/2, T2], C̃ = 2

1
4

(
1√
κ
+ C̄

)
.

因为对 t ∈ [T2/2, T2] 有 cosα >
√
3
3
+ δ, 从而存在常数 λ = λ(δ) ∈

(
1
2
, 2
3

]
, 使得 cosα >

√
7λ−3
3λ

.

事实上, 我们选取 λ = 1
7
3−(

√
3

3 +δ)
2 = 1

2− 2
3

√
3δ+δ2

即可得
√

7λ−3
3λ

=
√
3
3

+ δ, 而且
√

2λ−1
λ
是仅依赖于

δ 的正常数, 我们用 λ̃ 记之. 我们选取 ϵ = min{r40/2, (λ̃k/C̃)4}. 因此对 t ∈ [T2/2, T2] 和 λ ∈
(
1
2
, 2
3

]
,

有 |A|2 6 λ|H|2 + 2λ−1
λ

k, 且 cosα >
√

7λ−3
3λ

. 从而由定理 2 和平均曲率流光滑解的唯一性可得, 初
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始曲面为 Σ0 的辛平均曲率流在 t ∈ [0,∞) 上存在光滑解 Σt, 且当时间 t → ∞ 时 Σt 收敛到 CP1.
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