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摘  要 

文章介绍了一个由线性抛物算子变成 u∆ 的函数变换(讨论n维情形)，把第二初边值问题转化成第三初边

值问题。 
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Abstract 
This paper introduces a function transformation from a linear parabolic operator to a u∆  (dis-
cussing the n dimension case), which transforms the second initial boundary value problem into 
the third initial boundary value problem. 
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1. 引言 

抛物型方程是一个非常重要的方程，它可以描述空间中热量传导、分子扩散等物理现象。文章介绍

了一个函数变换，这个函数变换是将线性抛物算子变成 u∆ ，把第二初边值问题转化成第三初边值问题，

这样才可以利用原来的结果，得到其定值解的唯一性和稳定性。 
抛物方程的初边值问题一直以来都是人们所研究的一个非常重要的方程，2013 年黄守军和段双双给

出了 n 维抛物型方程解的最大模估计，我们知道对于一维抛物型方程的第二初边值问题，不能直接利用

最大模估计，它是通过构造一个函数变换将第二初边值问题转化成第三初值问题，受此启发黄守军和段

双双也是通过同样的方法解决了 n 维抛物型方程解的最大模估计，而他们是只考虑了方程的特殊形式，

在这里我们考虑的是一般线性抛物算子即[1] [2]  

( ) ( ) ( ), , , ,t t ij ij i iL u u a x t D u b x t D u c x t u= − + +  

其中 ( ) ( ) ( ), , ,ij ia x t b x t C D∈ 。 

2. 预备知识 

引理 1 [3]假设 D 是给定的 1n + 维区域。把 D 中的点写成 ( ),x t ，其中 ( )1 2, , , nx x x x=  。在 D 中考虑

抛物算子 

( ) ( ) ( ), , , .t t ij ij i iL u u a x t D u b x t D u c x t u= − + +  

假设 
i) 在 D 内 tL 是抛物型算子，即对于任意的 ( ),x t D∈ ， ny R∈ ， 0y ≠ ，都有 ( ), 0ij i ja x t y y > ； 
ii) tL 的系数在 D 内连续。 
假设 D 有界，D 的边界 D∂ 由位于 0t = 上的区域的闭包 0B ， t T= 上的区域的闭包 TB 以及位于带域

0 t T< ≤ 内的流形 TS 组成，在 TD B∪ 内考虑初边值问题 

( )
( )

( )

0

, , ,

,0 , ,

, , ,

t T

T

L u f x t D B

u x x B
uu g x t S
n

ϕ

α β

= ∈ ∪

 = ∈


∂ + = ∈ ∂

 

其中 ( ), 0x tα α= ≥ ， ( ), 0x tβ β= ≥ ，并且 ( ) ( ), , 0x t x tα β+ > 在 TS 上成立。假设条件 i)和 ii)成立，

( ) 0,c x t c≥ − ，常数 0 0c ≥ ，又设 0 0α α≥ > ， ( ) ( )2,1
TC D u C D B∩ ∈ ∪ 是上述初边值问题的解，则有 

0

00

1sup e sup max sup ,sup .
T

c T

D S BD
u T f g ϕ

α
  

≤ +     
 

注：虽然引理中所提到的区域是球，但是对于一般的有界开邻域依然成立。 
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引理 2 [3]对于任意给定的 0T > ，抛物型方程的第二初边值问题 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 0 10
1

1 1 1
1

0, , , , ,

, , , , , , , | ,

, , , , , , , , , | ,0 ,
T

t n T

n
n n

n n n it
i

n
n n

n n T n i
iS

u u x x t D B

u x x x x B x x x R

u g x x x x t S x x t x R t T
n

ϕ
=

=

=

 − ∆ = ∈ ∪

  = ∈ = ≤  
  

∂   = ∈ = ≤ < ≤ ∂  

∑

∑



  

  

 

在 TS 上的解是唯一的并且连续的依赖于初值 ( )1, , nx xϕ  及边界函数 ( )1, , ng x x 。 
下面我们看线性抛物算子的第二类初边值问题。 

3. 主要结果 

定理 对于任意给定的 0T > ，我们给出线性抛物算子的第二类初边值问题 
故有 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 0 10
1
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1
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=

=

=
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∂   = ∈ = ≤ < ≤ ∂  

∑

∑



  

  

              (1) 

我们不妨把(1)做一些改变，在(1)式中的第一个式子两边同时乘以 ijδ ，那么(1)式将变成下列形式： 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 0 10
1

1 1 1
1

0, , , , ,
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=

=

=

 − + + = ∈ ∪

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∂   = ∈ = ≤ < ≤ ∂  

∑

∑



  
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              (2) 

那么(2)式就变成以下形式： 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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=

=

 − ∆ + + = ∈ ∪


  = ∈ = ≤  
  
∂   = ∈ = ≤ < ≤ ∂  
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  

  

              (3) 

在 TS 上的解是唯一的并且连续的依赖于初值 ( )1, , nx xϕ  及它的边界 ( )1, , ng x x 。 
证明：作线性变换 

( ) ( )1 1, , , ,n nx x u x xυ ω=   ,                                  (4) 

其中
1

1
n

n n
i

i
R xω

=

= − +∑ ，直接计算可得 

1 ,t tu υ
ω

=  
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1

2

1 , 1, ,
i i

n
i

x x
nx

u i nυ υ
ω ω

−

= + =  ， 

( )
1 2 2

2
2 2

2 21 1 , 1, , .
i i i i i

n n
ni i

x x x x x i
nx nx nu n x i nυ υ υ

ω ωω ω

− −
− 

= + + − + = 
 
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于是，新的未知量υ满足如下方程 

( )1 2 2 2

1 1 1 1
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2 21
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=
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下面进行整理可得 
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∑ ∑ ∑
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下面再次进行变量代换，令
1

i i
ii

y x
a

= ，那么就有 

1 1, .
i i i i i i i
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x y y x x y y

i iiii

y
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υ υ υ υ υ
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= = =
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故上式的方程可以转化成 
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∑ ∑ ∑
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∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

, 

而相应的初始条件和边界条件为 

( ) ( ) ( )1 1 10 , , , , , , , .
T

n
n n nt

S

x x x x nR g x x
n
υυ ω ϕ υ

=

∂
= + =

∂
    

则得到下列第三类初边值问题具有以下形式。 
故有 
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∑

∑



   

  

          (5) 

通过(5)容易看出它满足引理 1 的条件。那么我们不妨设υ是(5)的解，则通过引理 1 可以得到如下估

计 
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1sup e max sup ,sup ,
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D S B
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 

≤  
 

 

其中 ( ) 3
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2 2 2
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− −     = − + =    
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记 

00

1max sup ,sup ,
TS B

A g ϕ
α
  =  
  

 

令 0e c tµ υ−= ， Aω µ= ± ，由引理 1 可得 0ω = ，则有 0υ = ，于是初边值问题(5)的解是唯一的。又有 
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00

1sup e max sup ,sup ,
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D S B
gυ ϕ

α
 

≤  
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所以 
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1e max sup ,sup ,
T
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gυ ϕ

α
 

≤  
 

 

故有初边值问题(5)的解具有适定性。再利用变换公式(4)得到原来的第二初边值问题(3)的解的最大模

估计。故有对于任意给定的 0T > ，线性抛物算子的第二类初边值问题(3)在 TS 上的解是唯一的并且连续

的依赖于它的初值 ( )1, , nx xϕ  及边值 ( )1, , ng x x 。 
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