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摘  要 

本文主要研究了二维Burgers方程的分裂高阶差分方法，利用能量的方法，证明了所提出的差分格式在

时间上具有二阶收敛率以及在空间上具有四阶收敛率。数值结果验证了算法的精度和有效性。 
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Abstract 
The study is concerned with the splitting higher-order finite difference method of two-dimensional 
Burgers equation. By using the energy method, the proposed difference scheme is proved to have 
the second-order convergence rate in time and the fourth-order convergence rate in space. The 
accuracy and efficiency of the algorithm are verified by numerical findings. 

 

http://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2021.111004
https://doi.org/10.12677/pm.2021.111004
http://www.hanspub.org


马佳琪，王博 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.111004 23 理论数学 
 

Keywords 
Burgers Equations, Finite Difference Method, Convergence, Stability 

 
 

Copyright © 2021 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

在如今这个科技快速发展的情势下，偏微分方程的理论形成和发展在数学及科学技术中应用广泛，

Burgers 方程作为其重要分支，应用于数学及社会生活的许多领域，它作为最简单的非线性对流扩散的模

型，在湍流、传热、传质、大气、水资源污染及连续随机过程等众多领域中发挥着极其重要的作用。对

Burgers 方程的深入研究有助于其他非线性问题[1]的研究，所以求解非线性 Burgers 方程的数值解十分有

意义。 
近年来，关于 Burgers 方程的数值研究有不少的成果[2] [3] [4]。文献[3]研究了一维 Burgers 方程的两

种线性化差分格式，文献[1] [3]研究了二维 Burgers 方程的 Crank-Nicolson 格式，并得到了时间二阶和空

间二阶的收敛速度。本文参考文献[5]中的技巧，采用维数分裂的技巧，提出二维 Burgers 方程的分裂高

阶有限差分方法，并对其稳定性以及收敛性进行理论性分析，最后通过数值算例进行验证。 

2. 分裂高阶有限差分方法 

考虑如下二维 Burgers 方程 

2 2

2 2

u u u u uu u V V
t x y x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
,                             (a) 

其初边值条件为 

( ) ( ), ,0 ,u x y u x y= , ( ),x y ∈Ω ,                             (b) 

( ), , 0u x y t = , ( ), Ωx y ∈∂ , [ ]0,t T∈ .                           (c) 

其中矩形区域 ( ) ( )0, 0,a bΩ = × ，时间周期为 0T > 。 

2.1. 记号 

为建立差分格式，首先对求解区域 

( ){ }, , | 0 ,0 ,0x y t x I y J t TΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 做网格剖分。取 x-和 y-方向上的空间步长分别为 x
ah
I

= ，

y
bh
J

= ，时间步长为
T
N

τ = ，其对应网格节点坐标为 ( ), ,i j nu x y t 且 i xx i h= ⋅ ， 0,1, ,i I=  ； j yy j h= ⋅ ，

0,1, ,j J=  ； nt n τ= ⋅ ； 0,1, ,n N=  。记 { }| 0
xh ix x IΩ = ≤ ≤ ， { }| 0

yh jy y JΩ = ≤ ≤ ， 

{ }| 0
n n Nτ τ τΩ = ≤ ≤ ，

x y nh h hτ τΩ = Ω ×Ω ×Ω 。 

设{ }| 0 ,0 ,0n
iju i I j J n N≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 为一个网格函数。下面，我们定义一些差分算子： 
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1,
n n
i j ijn

x ij
x

u u
u

h
δ + −

= , , 1
n n
i j ijn

ij
y

u u
u

h
+ −

= , 

1n n
ij ijn

t ij

u u
uδ

τ

+ −
= , 

1, 1,
ˆ 2

n n
i j i jn

ij
x

x

u u
u

h
δ + −−

= , , 1 , 1
ˆ 2

n n
i j i jn

y ij
y

u u
u

h
δ + −−

= , 

1, 1,2
2

2n n n
i j ij i jn

x ij
x

u u u
u

h
δ + −− +

= , , 1 , 12
2

2n n n
i j ij i jn

y ij
y

u u u
u

h
δ + −− +

= . 

根据泰勒展开式所得ℎ为二阶，为提升至四阶，引入高阶紧算子， 

( )1, 1,
1 10

12
n n n n

x ij i j ij i jL u u u u+ −= + + , 

( ), 1 , 1
1 10

12
n n n n

y ij i j ij i jL u u u u+ −= + + , 

( )1, 1,
1 4
6

n n n n
x ij i j ij i jM u u u u+ −= + + , 

( ), 1 , 1
1 4
6

n n n n
y ij i j ij i jM u u u u+ −= + + , 

满足 

( )
2

2 4
2

n
ij n

x x ij x

u
L u h

x
δ ο

∂
= +

∂
, 

( )
2

2 4
2

n
ij n

y y ij y

u
L u h

x
δ ο

∂
= +

∂
, 

( )ˆ
4

n
ij n

x ij xx

u
M u h

x
δ ο

∂
= +

∂
, 

( )4
ˆ

n
ij n

y y ij y

u
M u h

x
δ ο

∂
= +

∂
. 

2.2. 差分格式的建立 

根据抛物方程的分裂技巧，在时间步 ( ]1,n nt t + 下，将方程(a)分裂成两个方程 
2

2

u u uu V
t x x

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
,                                (2.2.1) 

2

2

u u uu V
t y y

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
.                                (2.2.2) 

令
n
ijU 是

n
iju 的近似解，对于方程(2.2.1)~(2.2.2)，我们提出分裂差分格式： 

1
1 12

1 24 41
3

n n
n nij ij
ij x x ij

U U
U VL Uφ δ

τ

+
+ +−−  

+ =  
 

,                        (2.2.3) 

1
1 3 32

1 24 41
3

nn
n nij ij
ij y y ij

U U
U VL Uψ δ

τ

++
+ +−−  

+ =  
 

.                       (2.2.4) 
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其中 
21 1 1 1

1 14 4 4
ˆ ˆ

4
n n n n

ij ij x ij x jx x iU U M U M Uφ δ δ
+ + + +− −   

  


= + 
 




， 

23 3 3 3
1 14 4 4

ˆ ˆ
4

n n n n

ij ij y ij y jy y iU U M U M Uψ δ δ
+ + + +− −   

  


= + 
 




. 

格式的边界条件为 

( ), , 0U x y t = , ( ),x y ∈∂Ω , [ ]0,t T∈ ,                        (2.2.5) 

初值条件为 

( )0 ,ijU u x y= .                                   (2.2.6) 

2.3. 守恒性和收敛性分析 

为了方便稳定性和收敛性的证明，我们给出一些内积和范数的定义。令 

( ){ }| , , | 0h ij i j h ij hV u x y u= ∈Ω ∂Ω = ，我们定义离散的内积和范数 

( )
1 1

1 1
,

I J

ij ij x y
i j

u v u v h h
− −

= =

= ∑∑ , 

( )
1 1

0 1
,

I J

ij ij x yx
i j

u v u v h h
− −

= =

= ∑∑ , 

( )
1 1

1 0
,

I J

ij ij x yy
i j

u v u v h h
− −

= =

= ∑∑ , 

( ),u u u= , ( ), xxu u u= , ( ), yyu u u= . 

为了证明紧格式的离散电荷和能量的守恒性，我们给出以下一些引理。 
引理 2.3.1 [5]对于网格函数 , hu Vν ∈ ，我们有 

( ) ( )2 , ,x x x x
u uδ ν δ δ ν= − , ( ) ( )2 , ,y y y y

u uδ ν δ δ ν= − . 

引理 2.3.2 [5]对于网格函数 , hVµ ν ∈ ，我们有 

( ) ( ), ,x xL u u Lν ν= , ( ) ( ), ,x xM u u Mν ν= , 

( ) ( )1 1, ,x xL u u Lν ν− −= , ( ) ( )1 1, ,x xM u u Mν ν− −= . 

引理 2.3.3 [5]对于网格函数 , hU V V∈ ，若
2LU 和

2LV 有界，则存在正常数 C，使得 

( ) ( )( ) ( )( )22, x x
U V U V C U V U Vφ φ δ− − ≤ − + − . 

引理 2.3.4 对于对称的正定矩阵 1
x
− ， 1

x
− ，我们有 

1 T
1 1x

− =   , 1 T
2 2x

− =   . 

和 

0 1 1
n n nC U U C U≤ ≤ , 3 2 4

n n nC U U C U≤ ≤  

其中 ( )1
1 xChol −=  ， ( )1

2 xChol −=  ， ( )1,2,3,4iC i = 为正常数。 

证：因为 1
x
− 是一个对称的正定矩阵，故存在矩阵 1 ，其中 1 为上三角矩阵，满足 1 T

1 1x
− =   ，其
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中 ( )1
1 xChol −=  。 

根据矩阵中范数的定义，我们有 

0 1 1
n n nC U U C U≤ ≤  

同样，矩阵 1
x
− ， 2 也有类似的结果。 

引理 2.3.5 [5]对于网格函数 hu V∈ ，我们有 
2 2

2

4n n
x x

x

u u
h

δ ≤ , 
2 2

2

4n n
y y

y

u u
h

δ ≤ . 

引理 2.3.6 [5] (Gronwall 不等式)设 0nw ≥ 且存在常数 3 4,C C ，使得
1

3 4 0
nn k
kw C C wτ −

=
≤ + ∑ ，0 n Tτ< < ， 

那么 
4

3e
C Tnw C≤ , 0 n Tτ< < . 

定理 2.3.1 (守恒性)分裂高阶有限差分格式(2.2.3)~(2.2.6)满足离散的电荷守恒，即 
1n nQ Q+ = .                                   (2.3.1) 

其中 
1 1
1 1

I Jn n
ij x yi jQ U h h− −

= −
= ∑ ∑ .                            (2.3.2) 

对任意的 0n ≥ 成立。 
证：对方程(2.2.3)两端同时乘以 x yh h ，i 从 1 到 1I − 求和，j 从 1 到 1J − 求和： 

1
1 121 1 1 1 1 1

1 24 4

1 1 1 1 1 1

1 0
3

n nI J I J I Jn nij ij
x y x y ij x y x x ij

i j i j i j

U U
h h h h U Vh h L Uφ δ

τ

+
− − − − − −+ +−

= = = = = =

−  
+ − =  

 
∑∑ ∑∑ ∑∑  

考虑边界条件(2.2.5)，有 

0 1 0 1 1, , 1 0n n n n n n n n
j j i i I j Ij i J iJU U U U U U U U− −= = = = = = = =  

1 1 1
1 1 4 4 41 1 1 1 1 1

1, 1,1 2 24 4
2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 11 1
4 4 4 4

1, 1,
1 1

2

0

n n n
I J I J I Jn n i j ij i j

x y x x ij x y x ij x y
i j i j i j

I J n n n n

x y i j ij ij i j
i j

U U U
h h L U h h U h h

hx

h h U U U U

δ δ
+ + +

− − − − − −+ + + −−

= = = = = =

− − + + + +

+ −
= =

− +
= =

    
= − − − =            

∑∑ ∑∑ ∑∑

∑∑

 

因为 

ˆ ˆ

11 1
4

1 1

21 1 11 1
1 14 4 4

1 1

21 1 11 1 1 1
1 4 4 4

1 1 1
ˆ

1
ˆ

x x

I J n

x y ij
i j

x

I J n n n

x y ij x ij x ij
i j

I J I Jn n n

x y x ij ij x y ij
i j i j

x y i

x

h h U

h h U M U M U

h h M U U h h U

h h U

φ

δ δ

δ δ

− − +

= =

− − + + +− −

= =

− − − −+ + +−

= = = =

+

 
  
 

 
= +   

 

 
= +   



 
 
 
 

 
  
 

=



∑∑

∑∑

∑∑ ∑∑
21 1 11 1 1 1 1 1

4 4 4
1,

1
ˆ

1
ˆ

1 1 1 1
0

I J I J I Jn n n

j ij x y ij
i j i j i

x
j

xU h h Uδ δ
− − − − − −+ + +

= = = = = =

   
+ =      

   

 
  
 
∑∑ ∑∑ ∑∑
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所以 
1
21 1

1 1
0

n nI J
ij ij

x y
i j

U U
h h

τ

+
− −

= =

−
=∑∑  

即 
11 1 1 1
2

1 1 1 1

I J I Jn n
x y ij x y ij

i j i j
h h U h h U

− − − −+

= = = =

=∑∑ ∑∑  

即 1n nQ Q+ = ，因此(2.2.3)~(2.2.6)满足电荷守恒。 
推论 (稳定性)差分格式(2.2.3)~(2.2.6)是无条件稳定的。 
证：由定理 2.3.1 可得：对于任意的 0n ≥ ，有 

1 1 1 0n n nU U U U U+ −= = = = = 成立 

因此，差分格式(2.2.3)~(2.2.6)是无条件稳定的。 
定理 2.3.2 (收敛性）假设问题(a)~(c)的精确解 ν足够光滑，令 u 是分裂高阶有限差分格式(2.2.3)~(2.2.6)

的数值解，对于固定的 0T > ，存在一个独立的τ ， xh ， yh 和正常数 C，满足： 

( )2 4 4

1
max n n

x yn N
u C h hν τ

≤ ≤
− ≤ + + . 

证：令截断误差 
1

1 12
1 24 41

3

n n
n nij ijn

ij ij x x ijVL
ν ν

ξ φ ν δ ν
τ

+
+ +−−  

= + −  
 

, 

1
1 3 32

1 24 41
3

nn
n nij ijn

ij ij y y ijVL
ν ν

η ψ ν δ ν
τ

++
+ +− 

 = −
 

−
+ . 

由(2.2.3)易得：令
n n n
ij ij ije uν= −  

有： 
1

1 1 12
1 24 4 41 1

3 3

n n
n n nij ijn

ij ij ij x x ij

e e
u VL eξ φ ν φ δ

τ

+
+ + +−   

    
−

= + −


− 
  

. 

让
n
ijξ 与

1
2

n n
ij ije e
+
+ 作内积： 

21 1 1 1 1
2

2 2 4 4 2

1 1
1 2 4 2

1 1 1 ,
3 3

,

,

n n n n nn n n n
ij ij

n n n
x x

e e e e u e e

V L e e e

ξ φ ν φ
τ

δ

+ + + + +

+ +−

         + = − + − +                    
 

− +  
 

. 

由引理 2.3.3： 
2 21 1 1 1

2 2
4 4 2 2

n n n nn n
ij ij x x x

x

u C e e e eφ ν φ δ δ
+ + + +    

 − ≤ + + +             
.               (2.3.3) 

根据引理 2.3.4： 
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1 1
1 2 4 2

1 1 1 1
2 4 2 4 2

1 1 1 1

2 2 21 1 1
2

2 2 2
1

1 1

,

2 2

,

,

n n n
x x

n n n nn n
x x x

x

n n nn n n
x x x x x

xx x

L e e e

R e R e e R e R e e

R e e e e e e

δ

δ δ δ

δ δ δ δ

+ +−

+ + + +

+ + +

+

   
= + = − +      

   

 
=

 
 
  

 
  + ≤ + ≤ +
 

 
 

,             (2.3.4) 

又： 
21 1

2 2
2 2 2, 2

n nn n n ne e e eξ ξ
+ + 

   ≤ + +
 

+ ,                       (2.3.5) 

将(2.3.3)~(2.3.5)代入，则有： 

2 2 21 1 1
2 2 2 2

2 2 2

2 21 1
2 2

2 2

1 2 2
n n nn n n n

n nn n
x x x xx x

x x

e e e e C e C e

C e C e V e V e

ξ
τ

δ δ δ δ

+ + +

+ +

 
 − ≤ + + + +
 
 

+ + + +

, 

所以： 

( ) ( )

( ) ( )

2 21 1
2 2 2

2 2

21
2

2

2 2
n nn n n

n n
x x x

x

e e C e C e

V C e V C e

τ ξ τ τ

τ δ τ δ

+ +

+

− ≤ + + + +

+ + + +

, 

由引理 2.3.5 得： 

( ) ( )
2 21 1

2 2 2
2 2

2 2

4 42 2
n n n n n

x x

e C V C e e C V C e
h h

τ τ τ ξ
+ +   

− + + + ≤ + + + + +   
   

, 

即： 

( ) ( )
21

2 2
2

2 2

4 41 2 1 2
n n n

x x

C V C e C V C e
h h

τ τ τ ξ
+      

− + + + ≤ + + + + +      
         

 

我们假设 ( )2
xo hτ = ，有 ( )2

41 2 0
x

C V C
h

τ
 

− + + + > 
 

 

则： 

( )

( ) ( )

2 21
2 2

2

2 2

41 2

4 41 2 1 2

n x n n

x x

C V C
h

e e
C V C C V C

h h

τ
τ ξ

τ τ

+

 
+ + + + 

 ≤ +
   

− + + + − + + +   
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令 ( )1 2

42
x

P C V C
h

= + + + ，则有： 

21
2 212

1 1

1
1 1

n n nPe e
P P

τ τ ξ
τ τ

+ +
≤ +

− −
                          (2.3.6) 

类似地：由方程(2.2.4)，令 ( )2 2

42
y

P C V C
h

= + + + ，有： 

21
2 21 2 2

2 2

1
1 1

nn nPe e
P P

τ τ η
τ τ

++ +
≤ +

− −
                         (2.3.7) 

由(2.3.6)，(2.3.7)得到： 

( )( )
( )( )

2 2 2 21 21 2

1 2 2 1 2

1 1 1
1 1 1 1 1

n n n nP P Pe e
P P P P P
τ τ ττ τη ξ
τ τ τ τ τ

+ + + +
≤ + + ⋅

− − − − −
 

即 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 21
1 2

22 2 4 4
1 2

1

1

n n n n

n
x y

e C e C

C e C h h

τ τ ξ η

τ τ τ

+ ≤ + + +

≤ + + + +
 

又 0 0e = ，由 Gronwall 不等式： 

( )2 4 4

1
max n n

x yn N
u C h hν τ

≤ ≤
− ≤ + + . 

3. 数值算例 

通过算例验证数值结果，考虑二维 Burgers 方程 
2 2

2 2

u u u u uu u V V
t x y x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

区域为 [ ] [ ]0,1 0,1× ，精确解为 

( ) ( ) ( ) ( )2, , exp 2 sin cosu x y t t x y= − π π π  

初始条件和边界条件有精确解直接得到。 
表 1 和表 2 列出了分裂高阶有限差分格式具有空间四阶的收敛率、时间二阶的收敛率，这个结果和

我们的理论分析是一致的。 
 
Table 1. When 610t −= , space step error and convergence order, where 710τ −= , x yh h h= =  

表 1. 当 610t −= 时，空间步长的误差和收敛阶，其中 710τ −= ， x yh h h= =  

h L2-error order 

0.2 7.64496e−07 --- 

0.1 5.04436e−08 3.9218 

0.05 3.14199e−09 4.0049 

0.025 1.96320e−10 4.0004 
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Table 2. When 0.1t = , space step error and convergence order, where 0.1x yh h= =  

表 2. 当 0.1t = 时，时间步长的误差和收敛阶，其中 0.1x yh h= =  

τ L2-error order 

0.01 0.08011 --- 

0.005 0.02010 1.9306 

0.0025 0.0054 1.9648 

0.00125 0.00130 2.0002 

 
我们考虑下方的精确解 

( ) ( ) ( ) ( )2, , exp sin cosu x y t k t x y= − π π π  

表 3 可以看出，当 k 的值发生变化时，时间步长和空间步长分别为 0.2x yh h= = ， 710τ −= ，我们提

出的差分格式的电荷的误差足够小，并且始终为正值，因此差分格式满足电荷守恒，也验证了定理 2.3.1
的分析结果。 
 
Table 3. When 0.2x yh h= = , 710τ −= , space error and convergence order of different exact solutions 

表 3. 当 0.2x yh h= = ， 710τ −= 时，不同精确解的时间步长的误差和收敛阶 

k Q error of Q 

2 0.1500 1.1169e−13 

4 0.1500 1.0270e−13 

6 0.1500 1.5688e−13 

8 0.1500 1.2563e−13 

 
图 1 和图 2 分别展示了

710 0 05, .x yh hτ −= = = 时，差分格式的数值解和精确解的图像。可以看出，精

确解和数值解的三维立体图是完全一致的，而且曲面的几何特性也是完全相同的。而且我们发现，当空

间步长 ,x yh h 越小时，网格剖分越密集，Burgers 方程的解模拟的更加精密。 
 

 
Figure 1. When 710τ −= , 0.002x yh h= = , numerical solutions of difference schemes 

图 1. 710τ −= ， 0.002x yh h= = 时，差分格式的数值解 
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Figure 2. When 710τ −= , 0.002x yh h= = , the exact solutions of difference schemes 

图 2. 710τ −= ， 0.002x yh h= = 时，差分格式的精确解 

4. 结论 

通过抛物型方程的高精度分裂方法[6] [7]，我们提出了二维 Burgers 方程的高阶分裂有限差分方法。

借用能量法，我们证明了所提格式是守恒的，并且满足时间二阶、空间四阶的收敛性。最后，数值算例

和理论结果一致。 
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