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摘  要 

复线性微分方程， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 0

k k
kf A z f A z f F z−
−+ + + =� 在不同空间上解的性质被许多学者研究，如

Hardy空间，Dirichket空间等等，在这些空间上考虑了解的函数空间属性。在该文章中，我们主要研究了

该方程在γ -Bloch-Orilicz空间上解的函数空间属性以及解的增长性，其中 ( )( ) ( )0,1, , 1 ,jA z j k F z−= � 是

单位 { }1D z= < 上的解析函数。 
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Abstract 
The properties of the solution of the following complex linear differential equation  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 0

k k
kf A z f A z f F z−
−+ + + =�  is studied in some spaces as the weighted Hardy spaces 

and Dirichlet spaces, the properties of the solutions of the complex linear differential equations in 
these spaces is considered. In this paper, some results of the properties and growth of solutions of 
the equations are obtained in γ -Bloch-Orilicz spaces, where ( )( ) ( )0,1, , 1 ,jA z j k F z−= �  are ana-

lytic in the unit disc { }1D z= < . 
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1. 引言 

1982 年，Pommerenke 研究了二阶复线性微分方程 ( )0 0f A z f′′ + = 的解与空间的关系，给出了该方

程系数的一些条件，得到了该方程的解属于哈代空间 H2，详见文献[1]，2000 年，J. Heittokangas 在文献

[2]中给出了该方程得到了复线性微分方程系数的一些条件下，得到了方程的解属于一些解析空间的结论，

J. Heittokangas 也在该文章中得到了复线性微分方程的系数如果在单位圆 D 上解析，那么它的解在单位圆

D 上也是解析的。在那之后，单位圆上的复线性微分方程的解析解和一些函数空间关系被许多学者研究，

并且得到了很多有意义的结论，详见文献[3]-[11]，下面我们将主要考虑复线性微分方程。 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 0
k k

kf A z f A z f F z−
−+ + + =�                          (1) 

其中系数 ( )( )0,1, , 1jA z j k= −� 是单位圆 D 上的解析函数并且 ( ) 0F z ≠ ，在以上的条件的基础上我们得

到了一些相关结论。 
为了证明我们的结论，我们需要引入一些如下的基本的概念。 

2. 预备知识 

令 ( )H D 表示 D 上所有的全纯函数，那么 Bloch 空间的定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2; sup 1B
z D

B f z H D f z f z
∈

′= ∈ = − < ∞  

它是 Banach 空间且它的范数为；
B Bf f f= + ，详见文献[12]，对于 0α > ，那么α -Bloch 空间的

定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2; sup 1B
z D

B f z H D f z f z
α

α

α
∈

′= ∈ = − < ∞  

关于α -Bloch 空间的更多性质我们可以在文献[13]中找到， 
令 [ ) [ ): 0, 0,ϕ ∞ → ∞ 是严格递增的凸函数，并且 ( ) ( )0 0, lim

t
tϕ ϕ

→∞
= = ∞，此时我们将 Bloch-Orilicz 空

间 Bϕ 定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )2; sup 1B
z D

B f z H D f z f zϕ
ϕ ϕ λ

∈

  ′= ∈ = − < ∞  
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对于一些取决于 f 且大于 0 的 λ ， inf 0, ff k S
kϕϕ

′  = >  
  

，其中 ( ) ( )( )2sup 1
z D

fS z f z
kϕ ϕ ′

∈

′  = − 
 

，

详见文献[14]，类似于α -Bloch 空间的定义，我们将 γ -Bloch-Orilicz 空间 Bϕ
γ 定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )2; sup 1B
z D

B f z H D f z f zϕ
γ

γ
ϕ
γ ϕ λ

∈

  ′= ∈ = − < ∞  
  

 

其中 ,γ λ 取决于 f 且 , 0γ λ > ，该定义我们可以在文献[15]中找到。 
令 ( )tϕ 为凸函数，则下列陈述成立； 
i) 若 1, 0s t< > ，那么 ( ) ( )st s tϕ ϕ≤ ； 
ii) 若 1, 0s t> > ，那么 ( ) ( )st s tϕ ϕ≥ ； 
iii) 若 1, 0s t> > ，那么 ( ) ( )1 1st s tϕ ϕ− −≤ ，其中 1ϕ− 是ϕ 的逆函数。 
若 0 p< < ∞，当 f 满足下列条件时，我们称 pH 为哈代空间。 

( ) ( ) ( )
1

2

00 1

1: sup e d
2

p pp i

r
H f z H D f r ϕ ϕ

π

≤ <


 
 = ∈ < ∞ 
 


 π 


∫  

当 p = ∞的情况我们可以参考文献[16]。 
如果函数 ( )f H D∈ ，当函数满足条件： 

( )sup
z D

f z
∈

< ∞  

时，那么我们称 f H ∞∈ ，显然 H ∞是由 D 上全体有界解析函数组成，令 0 q< < ∞，相应地加权哈代空间

qH ∞的定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2

0 1
: sup 1

q

q

q H
r

H f z H D f f z z∞
∞

≤ <
= ∈ = − < ∞  

当 ( )f z 满足条件时： 
( ){ }inf 0; qp q f z H ∞= > ∈  

那么我们说 pf G∈ 空间，关于 pG 空间的更多知识我们可以详见文献[17]。 
接下来为我们来介绍单位圆 D 上的解析函数 ( )f z 的级 ( )M fσ 的定义为： 

( ) ( )
1

log log ,
limsup

1log
1

M
r

M r f
f

r

σ
−

+ +

→

=

−

 

其中 ( ) ( ), max
z r

M r f f z
=

= 。 

最后，我们来回顾 βε 空间的定义。 

设 ( ) ( )f z H D∈ ，存在 ( )0,α ∈ ∞ 使得 ( ) ( )1e zf z
β

α

−≤ ，则 ( )f z βε∈ 。 

2003 年，Chyzhykov 等人在文献[18]中研究了方程 ( ) ( ) 0kf A z f+ = 解的增长性，从他们的研究中我

们知道了若系数 ( ) pA z G∈ ，那么就有 ( ) 1M
pf
k

σ ≤ − 。 

后来，李和肖在文献[8]研究了高阶非齐次线性微分方程： 
( ) ( ) ( )kf A z f F z+ =                                  (2) 
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解与函数空间的性质，这是对文献[2]中结果的推广，在该文章中得到了如下的结论： 
定理 2：若方程(2)中的系数 ( ) ( ),A z F z 在 D 上解析且满足： 

( )
( )

( ),
1

pA z F z H
z

β

α
≤ ∈

−
 

其中 0, 0α β> ≥ 是两个有限的常数。且
1 p
k
≤ ≤ ∞，那么方程(2)解满足 

i) 若 0 kβ≤ < ，那么 ( )f z H ∞∈ ； 

ii) 若 kβ = ，那么 ( )
1k

f z H α
∞

−

∈ ； 

iii) 若 k β< < ∞，那么 ( ) kf z βε =∈ 。 
根据以上结论，2020 年，曾在文献[19]中再一次研究了方程(1)的解与函数空间的关系，得到了如下

结论： 
定理 2.1.4：若方程(1)中的系数 ( ) ( )0,1, , 1 ,jA j k F z= −� 都是 D 上的解析函数且满足： 

( )
( )

( ),
1

p
j jA z F z H

z
β

α
−≤ ∈

−
 

其中 0, 0α β> ≥ 是两个有限的常数。且
1 p
k
≤ ≤ ∞， ( )f z 为方程(1)的任意非平凡解，那么以下结论成立 

i) 若 0 kβ≤ < ，则 ( )f z H ∞∈ ； 
ii) 若 kβ = ，则 ( ) qf z H ∞∈ ，其中 q 只与 ,k α 及 β 有关； 
iii) 若 kβ > ，则 ( ) kf z βε −∈ 。 
定理 2.1.6：设 ( ) ( )0,1, , 1 ,jA j k F z= −� 是 D 上的解析函数且满足 

( )
( )

( )
( )1 2

1 2,
1 1

j jA z F z
z z

β β

α α
−≤ ≤

− −
 

其中 ( ) 10 1,2 , 0i iα β> = ≥ 以及 2 0β ≥ 是两个有限的常数。那么方程(1)的任意非平凡解 f(z)满足 
i) 若 10 kβ≤ < 且 20 kβ≤ < ，则 ( )f z H ∞∈ ； 
ii) 若 10 kβ≤ < 且 20 kβ≤ = ，则 ( ) qf z H ∞∈ ； 
iii) 若 10 kβ≤ < 且 2 kβ > ，则 ( )

2 kf z Hβ
∞
−∈ ； 

iv) 若 1 kβ = ，则对任意有限的 2β ，存在一个常数 0q > ，使得 ( ) qf z H ∞∈ ； 
v) 若 1 kβ = ，则对任意有限的 2β ，有 ( ) 1 kf z βε −∈ 。 

3. 相关引理 

为了证明本文中的结论，我们需要如下引理； 
引理 1 [19] 令 u, v 为 [ )0,1 上的非负可积函数，且 c 为一个 0 的常数，如果对任意的 [ ),10t∈ 有 

( ) ( ) ( )
0

d
t

u t c u s v s s≤ + ∫  

那么 

( ) ( )( )0
exp d

t
u t c v s s≤ ∫  

引理 2 [20] 若方程(1)的系数 ( ) ( )0,1, , 1 ,jA j k F z= −� 都是 D 上的解析函数， ( )f z 为方程(1)的解，
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那么存在常数 1 2,C C 满足 ( ) ( )
1

1 1 2
0

0, 0 , 0
k

j

j
C C C f C

−

=

> ≤ >∑ ，则对于所有的 eiz r Dθ= ∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1

1 20 0
0 0

1e e 1 d exp e 1 d
1 !

jkr rk k i ni i n i
j

j n
f r C F s s s C A s s s

k
θ θ θ

−
− − + −

= =

   
≤ + − ⋅ −    −   

∑∑∫ ∫  

引理 3 [20] 若方程(1)的系数 ( ) ( )0,1, , 1 ,jA j k F z= −� 都是 D 上的解析函数， ( )f z 为方程(1)的解，

那么对任意的 0,z z D∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

0

0

1 1
0

0

1 1
,

0 0

1 d
1 !

d

k zn k
n z

n

jk z k j nn
j n jz

j n

f z c z z F z
k

d A f z

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−
−

=

−
− + −

= =

= − + −
−

+ −

∑ ∫

∑∑ ∫
 

其中 nc D∈ 是取决于初始值 ( ) ( ) ( )1, , , kf z f z f z−′ � 的常数，常数 ,j nd Q∈ ，积分路径为 D 上的逐段光滑

的曲线。 
引理 4 [19] 若函数 ( )g ξ 是 D 上的解析函数，令 ( ) ( ) ( )

0
0d , , ,

z k

z
h z z g k N z z Dξ ξ ξ += − ∈ ∈∫ ，则对任

意满足 n k≤ 的自然数 n 有 

( ) ( ) ( ) ( )
0

! d
1 !

z k nn
z

kh z z g
k

ξ ξ ξ−= −
− ∫  

引理 5 若方程(1)的系数 ( ) ( )0,1, , 1 ,jA j k F z= −� 都是 D 上的解析函数， ( )f z 为方程(1)的解，那么

存在常数 1 2,C C 满足 ( ) ( )
1

1 1 2
0

0, 0 , 0
k

j

j
C C C f C

−

=

> ≤ >∑ ，则对于所有的 eiz r Dθ= ∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12 2

1 20 0
0 0

1e e 1 d exp e 1 d
2 !

jkr rk k i ni i n i
j

j n
f r C F s s s C A s s s

k
θ θ θ

−
− − + −

= =

   
′ ≤ + − ⋅ −    −   

∑∑∫ ∫  

证明：由引理 3 和引理 4，我们有： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

0

0

1 1 2
0

1

1 2
,

0 0

1 d
2 !

d

k zn k
n z

n

jk z k j nn
j n jz

j n

f z c n z z F z
k

d A f z

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−
− −

=

−
− + −

= =

′ = − + −
−

+ −

∑ ∫

∑∑ ∫
 

其中 nc D∈ 是取决于初始值 ( ) ( ) ( )1, , , kf z f z f z−′ � 的常数，常数 ,j nd Q∈ ，积分路径为 D 上的逐段光滑

的曲线。我们令 e , ei iz r sθ θξ= = ，满足 0 1s r≤ ≤ < ，我们令 0 0z = ，那么上面的积分路径就变为 [ ]0, z 这

条线，这时我们可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 0

1 2
2 , 0

0 0

1e e 1 d
2 !

e e 1 d

z ki i

jk z k j nn i i
j n j

j n

f r C F s s
k

C d A s f s s

θ θ

θ θ

ξ

ξ

−

−
− + −

= =

′ = + −
−

+ −

∫

∑∑ ∫
 

结合引理 1，结论得证。 

4. 定理及证明 

有了以上的结论之后，我们在此基础上考虑了方程(1)的解与 γ -Bloch-Orilicz 空间之间的关系，并得

到了如下的一些结论。 
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定理 1. 若方程(1)的系数 ( ) ( )0,1, , 1 ,jA j k F z= −� 在D上的解析且满足 ( ) ( )1 ,k
jA F z Bϕ

γ
− ∈ ，其中 0γ > ，

则方程(1)的解 ( )f z 满足 ( )M fσ γ< 。 
证明：根据 γ -Bloch-Orilicz 空间的定义以及定理 1 的条件可知，存在两个常数 0, 0Cγ > ，对于所有

的 0,1, , 1j k= −� 和 z D∈ ，我们有下列不等式成立； 

( )
( )

( )
( )

1 1 10 0

2 2
,

1 1

k
j

C C
A z F z

z z
γ γϕ ϕ− − −

   
   ′≤ ≤   

− −   
   

 

令 ( )
( )

1 0

21

C
g t

z
γϕ−

 
 

≤  
− 

 

，那么 ( )g t 在 [ )0,1 上是增函数，则对于任意的 z D∈ 以及所有的 

{ }:s s s z∈ ≤ ，有以下不等式成立 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

02 2 1 2 1
0 2

0 d 0
1

zk k k k
j j j j

C z
A z A A s s A

z
γϕ− − − − −

 
 

≤ + ≤ +  
− 

 

∫  

( ) ( ) ( )
( )

2
03 3 2 1

2
0 0

1

k k k
j j j

C z
A z A A

z
γϕ− − − −

 
 

≤ + +  
− 

 

 

�  

( ) ( ) ( )
( )

22 2 02 1

21
0 0

1

kk ki k
j j j

i

C z
A z A z A

z
γϕ

−−
− − −

=

 
 ′ ≤ + +  

− 
 

∑  

( ) ( )
( )

11 1 01

21
0

1

kk ki
j j

i

C z
A z A z

z
γϕ

−−
− −

=

 
 

≤ +  
− 

 

∑  

通过以上结果，那么对于所有的 0,1, , 1j k= −� 和所有的 0,1, , 1i k= −� ，我们有： 

( )
( )

1 0

21
i
j

i
j A

C
A z C

z
γϕ−

 
 

≤ +  
− 

 

 

类似地，我们可以得到 

( )
( )

1 0

21
F

C
F z C

z
γϕ−

 
 

≤ +  
− 

 

 

结合引理 2，以及(3) (4)两个不等式，那么存在两个正常数 1 2,C C ，我们可以得到如下结论： 

( )
( ) ( )

1 10 0
1 22 2

1e exp
! 1 1

i C C
f r C C

k z z

θ
γ γϕ ϕ− −

      
      

≤ + ⋅      
   − −   
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此时我们有： 

( )
( )

( ) ( )

( )

1 0

2

1

1 0

1

1 0

1

log
1

limsup
1log

1

1log
1 1

limsup
1log

1

log
1

limsup
1log

1

M
r

r

r

C

r
f

r

C
r r

r

C
r

r

γ

γ γ

γ

ϕ

σ

ϕ

ϕ

γ γ

−

−

−

+ −

→

+ −

→

+ −

→

 
 
 

− 
 ≤

−
  
  

  − +  =

−
 
 
 + = + =

−

 

结论得证。 
定理 2. 若方程(1)的系数 ( ) ( )0,1, , 1 ,jA j k F z= −� 在 D 上的解析且满足 

( )
( )

( )
( )

1 log ,
1 1

k
jA z F z

z z
β β

α α− ≤ ≤
− −

 

其中 1, 0α β> ≥ 是两个有限的常数，对于所有的 [ )0,t∈ ∞ ，令 ( ) ( )1mt t mϕ ≤ > 成立，那么方程(1)非平凡

解 ( )f z 满足： 
i) 若 0 1kβ< ≤ − ，那么 ( ) ( )1mf z Bϕ

β +∈ ； 
ii) 若 1kβ > − ，那么 ( ) ( )2 2m kf z Bϕ

β + −∈  
证明：由引理 5 及定理 2 的条件可知，存在两个正数 1 2,C C 使得 

( )
( ) ( )

*
*

1 21 1e exp log
1 1

i
k

Cf r C C
r r

θ
β β

α
+ − +

   
   ≤ + ⋅
   − −   

 

成立，其中
( )( )

*

1 2 !
C

k k
α

β
=

+ − −
， *

2C 是一个正常数，那么存在一个常数 3 0C > 使得 

( )
( ) ( )3 2 2 1

1 1e
1 1

i
kf r C

r r
θ

β β+ − +

 
′  ≤ +

 − − 
 

成立。 
因为 ( ) mt tϕ ≤ ，那么我们有 

( )( ) ( ) ( )3 2 2 1

1 1e
1 1

m

i
kf r C

r r
θ

β βϕ λ + − +

  
 ′  ≤ +

  − −  
 

若 0 1kβ< ≤ − ，则有 

( )( )
( )11e

1

m
if r O

r

β
θϕ λ

+
 ′ ≤  − 

 

这就意味着 ( ) ( )1mf z Bϕ
β +∈ ， 
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若 1kβ > − ，我们有 

( )( )
( )2 21e

1

m k
if r O

r

β
θϕ λ

+ −
 ′ ≤  − 

 

此时我们便能得到 ( ) ( )2 2m kf z Bϕ
β + −∈ ， 

结论得证。 
给定任意的 [ )0,t∈ ∞ ，令 ( )t tϕ = ，则可以得到下列推论， 
推论 3. 若方程(1)的系数 ( ) ( )0,1, , 1 ,jA j k F z= −� 在 D 上的解析且满足 

( )
( )

( )
( )

1 log ,
1 1

k
jA z F z

z z
β β

α α− ≤ ≤
− −

 

其中 1, 0α β> ≥ 是两个有限的常数，那么方程(1)非平凡解 ( )f z 满足： 
i) 若 0 1kβ< ≤ − ，那么 ( ) 1f z Bβ +∈ ； 
ii) 若 1kβ > − ，那么 ( ) 2 2 kf z B β + −∈ 。 
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