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摘  要 

本文给出了紧致度量空间上自由半群作用的拓扑r压的定义，并给出了它的一些性质。通过斜积变换为介

质，我们可以得到以下两个主要结果。1) 将拓扑r压的极限推广到自由半群作用( 0r → )。2) 假设

1, , 10, ,if i m= −� 是紧致度量空间上的同胚，则对于任意连续函数，我们证明了 10 , , mf f −� 的拓扑压等

于 10
1 1, , mf f− −

−� 的拓扑压。 
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Abstract 
In this paper, we introduce the definition of topological r-pressure of free semigroup actions on 
compact metric space and provide some properties of it. Through skew-product transformation 
into a medium, we can obtain the following two main results. 1) We extend the result that the to-
pological pressure is the limit of topological r-pressure to free semigroup actions ( 0r → ). 2) Let 

1, , 10, ,if i m= −� , be homeomorphisms on a compact metric space. For any continuous function, 
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we verify that the topological pressure of 10 , , mf f −�  equals the topological pressure of  

10
1 1, , mf f− −

−� . 
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1. 引言 

Adler 等人[1]引入拓扑熵来描述系统的复杂性，它同时是拓扑共轭的不变量。后来 Bowen [2]利用生

成集和分离集定义了度量空间上一致连续映射的拓扑熵，并证明了对于紧致度量空间，他们与 Adler 等

人定义的拓扑熵一致。拓扑压作为拓扑熵的自然推广，是动力系统的重要的概念。Ruelle [3]首先引入可

扩动力系统上的可加势函数的拓扑压的概念。Walters [4] [5]随后将这一概念扩展到紧致空间上的连续变

换。由于拓扑压在动力系统中有着重要的作用，一些研究者试图找到一些适用于其他系统的拓扑压的推

广(见[6]-[14])。 
1980 年，Feldman [15]对于�和 n� 之间的相互作用引入了 r 熵的概念。在此基础上，引入了连续映

射的拓扑 r 熵和测度 r 熵的概念。 
设 ( ),X d 是紧致度量空间，f 是 X 连续自映射。对于有限集合 A，我们用Card A表示 A 的基数。对

于 x X∈ ，   0n ≥ ， 0ε > ， 0 1r< < ， ( ),C Xϕ ∈ � ，有 

( ) ( ){ }1  , , , , : 0 1: , 1i iB x n r f y X Card i n d f x f y r
n

ε ε = ∈ ≤ ≤ − < > − 
 

 

如果对于任意  x X∈ ，存在  y F∈ ，使得 ( )  , , , ,x B y n r fε∈ ，则称 F 为 X 的 ( ), , ,n r fε 生成集。 
用 ( )  , ,nr f rε 表示 X 的任何 ( ), , ,n r fε 生成集的最小基数。Ren 等人在文[16]中定义 

( ) ( )lim 1  , sup log , , ,r n
n

h f r f r
n

ε ε
→∞

=  

和 

( ) ( )
0

  lim ,r rh f h f
ε

ε
→

=  

( )rh f 叫做 f 的拓扑 r 熵。 
定理 1.1：([16], Corollary 2.5)设 ( ),X d 是度量为 d 的紧致度量空间， :f X X→ 是一个连续映射。则

有 
( ) ( )

0
 lim rr

h f h f
→

=  

其中 ( )h f 为 f 的拓扑 r 压。 
Zhu 等人[17]引入了紧致度量空间上自由半群作用的拓扑 r 熵的概念，并证明了： 
定理 1.2：([17], Theorem 1.1)设 0 1, , mf f −� 是在紧致度量空间 ( ),X d 上的连续自映射。则有 
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( ) ( )0 1 1 0 1 10
 lim , , , , , , ,r m mr

h f f f h f f f− −→
=� �  

其中 ( )0 1 1, , , mh f f f −� 定义为 0 1, , mf f −� 的拓扑熵； ( )0 1 1, , ,r mh f f f −� 定义为 0 1, , mf f −� 的拓扑 r 熵([17]，
定义 3.1)。 

在文[18]中，Chen 进一步介绍了紧致度量空间中拓扑 r 压的概念，并给出了相关的性质。 
对于 ( ),C Xϕ ∈ � ，有 

( ) ( )( ) ( )  , , , inf e : , , , .nS x
n

x F
Q f r F X n r fϕϕ ε ε

∈

 =  
 
∑ 成集张是 的  

在文[18]中，Chen 定义了 

( ) ( )
0

1  , lim sup log , , ,lim ,r n
n

P f Q f r
nε

ϕ ϕ ε
→ →∞

=  

( ),rP f ϕ 叫做 f 的拓扑 r 压。 
定理 1.3：([18], Corollary 3.2.2)设 :f X X→ 是在紧致度量空间 ( ),X d 上的一个连续映射，且 

( ),C Xϕ ∈ � ，则有 

( ) ( )
0

 lim , , ,rr
P f P fϕ ϕ

→
=  

其中 ( ),P f ϕ 定义为 f 的拓扑压。 
在上述结果的基础上，我们引入了自由半群作用的拓扑 r 压的概念，并给出了这个概念的一些性质。

本文的主要结果是以下两个定理。 
定理 1.4：设 0 1, , mf f −� 是在紧致度量空间 ( ),X d 上的连续自映射，且 ( ),C Xϕ ∈ � ，则有 

( ) ( )0 1 1 0 1 10
 lim , , , , , , , , ,r m mr

P f f f P f f fϕ ϕ− −→
=� �  

其中 ( )0 1 1, , , ,mP f f f ϕ−� 表示 0 1, , mf f −� 的拓扑压； ( )0 1 1, , , ,r mP f f f ϕ−� 表示 0 1, , mf f −� 的拓扑 r 压。 
定理 1.5：设 0 1, , mf f −� 是在紧致度量空间 ( ),X d 上的连续自映射，且 ( ),C Xϕ ∈ � ，则有 

( ) ( )1 1
0 1 0 1  , , , , , , .m mP f f P f fϕ ϕ− −

− −=� �  

本文概要如下。在第二章，我们作一些初步的介绍。在第三章中，我们给出了自由半群作用的拓扑

r 压的定义，并给出了它们的一些性质。在第四章中，我们给出定理 1.4 的证明。在第五章，我们给出定

理 1.5 的证明。 

2. 预备知识 

2.1. 自由半群作用的拓扑压 

设 mF + 为符号 0,1, , 1m −� 的所有有限词的集合。对于每一个 mw F +∈ ， w 表示 w 的长度，即 w 中符号

的个数。若 , mw w F +′∈ ，则定义 ww′为 w′在 w 的右边写成的词。根据这个合成律 mF + 是一个有 m 个生成

子的自由半群。记 w w′≤ ，如果存在一个词 w′′使 w w w′ ′′= 。 
由符号 0,1, , 1m −� 构成的所有双边无穷序列的集合表示为 mΣ ，即： 

1 0 1, , , , : 0,1, , 1, .m i m iω ω ω ω ω−

∗  Σ = = = − ∀ ∈  
  
� � �   

定义 mΣ 上的度量， 

( ), 1 2kd ω ω′ ′ = ，其中 { }inf : n nk n ω ω ′= ≠ 。 
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显然， mΣ 关于这个度量是紧致的。Bernoulli 转移 : m mσ Σ → Σ 是同胚，由下面公式给出， 

( ) 1.iiσω ω +=  

假设 ,m mw Fω +∈Σ ∈ ，a, b 为整数，且 a b≤ 。如果 1 1a a b bw ω ω ω ω+ −= � ，则记 [ ],a b wω = 。 

设X为紧致度量空间，d为X上的度量。 0 1, , mf f −� 是在紧致度量空间 ( ),X d 上的连续映射，若 mw F +∈ ，

1 1k kw w w w−= � ，其中对所有 1,2, ,i k= � 有 { }0,1, , 1iw m∈ −� ，定义
1 1k kw w w wf f f f
−

= � 。显然，对所有

, mw w F +′∈ ，有 ww w wf f f′ ′= 。 

对任意 mw F +∈ ，定义 X 上的度量 wd  

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2, max , , , .w w w w wd x x d f x f x x x X′ ′ ′≤= ∀ ∈  

显然，如果 w w′≤ ，对两点任意 1 2,x x X∈ 有 ( ) ( )1 2 1 2, ,w wd x x d x x′≤ 。 
对任意 mw F +∈ ， w w′ ≤ ， ( ),C Xϕ ∈ � ， ( )( )wS xϕ 表示 ( )w

w w
f xϕ ′

′≤
∑ 。 

设 0ε > ，E 是 X 的子集，若对任意的 ,x y E∈ ， ,x y E∈ ，由 ( ),wd x y ε> 则称 E 是 X 的 ( )0 1, , , , mw f fε −�

分离集。 
在文[10]中，Lin 等人定义 

( ) ( )( ) ( )0 1 0 m 1, , , , sup e : , , , ,wS xs
w m

x E
Q f f E X w f fϕϕ ε ε− −

∈

 =  
 
∑� �是 的 分离集  

( ) ( )0 1 0 1
1, , , , , , , , .s s

n m w mn
w n

Q f f Q f f
m

ϕ ε ϕ ε− −
=

= ∑� �  

设 0ε > ，F 是 X 的子集，若对任意的 x F∈ 存在 y F∈ ，由 ( ),wd x y ε≤ 则称 F 是 X 的 ( )0 1, , , , mw f fε −�

张成集。 

( ) ( )( ) ( )0 1 0 1, , , , inf e : , , , ,wS x
w m m

x F
Q f f F X w f fϕϕ ε ε− −

∈

 =  
 
∑� � 成集张是 的  

( ) ( )0 1 0 1
1, , , , , , , , ,n m w mn

w n
Q f f Q f f

m
ϕ ε ϕ ε− −

=

= ∑� �  

并利用该公式定义了自由半群作用的拓扑压 

( ) ( )

( )

0 1 0 10

0 10

lim

l

1, , , lim sup log , , , ,

1lim sui p log ,m , , , .

m n m
n

s
n m

n

P f f Q f f
n

Q f f
n

ε

ε

ϕ ϕ ε

ϕ ε

− −→ →∞

−→ →∞

=

=

� �

�
 

注 2.1：当 1m = ，它与文[4] [5]定义的拓扑压相一致。有时，为了强调度量 d，将拓扑压记作 

( )0 1, , ,d mP f f ϕ−� 。 

2.2. 斜积变换 

设 0 1, , mf f −� 是在紧致度量空间 ( ),X d 上的连续自映射。设映射 : m mF X XΣ × → Σ × ，我们把有如下

形式的映射称为斜积变换， 

( ) ( )( )0
, ,F x f xωω σω= , 

( ) ( ),g x xω ϕ=  
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其中 1 10, , , ,ω ω ω ω
∗

−
 =  
 
� � ， ( ),C Xϕ ∈ � ，σ 表示 Bernoulli 转移。若 0 0ω = ，则

0
fω 表示 0f ， 0 1ω = ，

0
fω

表示 1f ，以此类推。对于 1 k mw i i F += ∈� ，定义 1kw i i= � 。设
*

1 0 1, , , , mω ω ω ω−
 = ∈Σ 
 
� � ，有 

( ) ( )( )

[ ]
( )

1 2 0

0, 1

, ,

,

n n

n

n n

n

F x f f f x

f x

ω ω ω

ω

ω σ ω

σ ω

− −

−

=

 =  
 

�
 

将 ( ),P F g 表示 ( ),m X FΣ × 中 F 关于 g 的拓扑压。 
在文[10]中，Lin 等人证明了下面这个定理 
定理 1.3：([10], Theorem 1.1)斜积变换 F 关于 g 的拓扑压，满足 

( ) ( )0 1, log , , ,D d mP F g m P f f ϕ−= + �  

其中 m XΣ × 上的度量 D 定义为 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }, , , max , , ,D x x d d x xω ω ω ω′ ′ ′ ′ ′=  

同时 mΣ 上的度量 d ′定义为 ( ), 1 2kd ω ω′ ′ = ， { }inf : n nk n ω ω′= ≠ 。 

3. 自由半群作用的拓扑 r 压 

在这一章中，我们介绍了自由半群作用的拓扑 r 压的定义，并给出了这个概念的一些性质。 
设 0 1, , mf f −� 是在紧致度量空间 ( ),X d 上的连续自映射。对 x X∈ ， mw F +∈ ， 0ε > 以及 0 1r< < ，令 

( ) ( ){ }0 1
1, , , , , , : : , , 1 .m w wB x w r f f y X Card w d f x f y w w r
w

ε ε′ ′−

  ′ ′= ∈ < ≤ > − 
  

�  

若 X 的子集 F 满足，对任意 x X∈ ，存在 y F∈ ，使得 ( )0 1, , , , , , mx B y w r f fε −∈ � ，则称 F 是 X 的 

( )0 1,, , , , mw r f fε −� 张成集，令 

( ) ( )( ) ( )0 1 0 1, , , , , inf e : , , , , ,wS x
w m m

x F
Q f f r F X w r f fϕϕ ε ε− −

∈

 =  
 
∑� �是 的一 成集个 张  

( ) ( )0 1 0 1
1, , , , , , , , , , .n m w mn

w n
Q f f r Q f f r

m
ϕ ε ϕ ε− −

=

= ∑ ��  

注 3.1：设 ( )0 1, , , ,w mr f f rε−� 表示紧致度量空间 X 的 ( )0 1, , , , , mw r f fε −� 张成集的最小基数，令 

( ) ( )0 1 0 1
1, , , , , , , , .n m w mn

w n
r f f r r f f r

m
ε ε− −

=

= ∑� �  

1) 若 1 2ε ε< ，有 ( ) ( )0 1 1 0 1 2, , , , , , , , , ,w m w mQ f f r Q f f rϕ ε ϕ ε− −≥� � 。因此， 

( ) ( )0 1 1 0 1 2, , , , , , , , , , .n m n mQ f f r Q f f rϕ ε ϕ ε− −≥� �  

2) ( ) ( )0 1 0 10 , , , , , e , , , ,wS
w m w mQ f f r r f f rϕϕ ε ε− −< ≤� � 。因此， 

( ) ( )0 1 0 10 , , , , , e , , , , .n
n m n mQ f f r r f f rϕϕ ε ε− −< ≤� �  

3) ( ) ( )0 1 0 1, , ,0, , , , , ,w m w mQ f f r r f f rε ε− −=� � ，因此， 

( ) ( )0 1 0 1, , ,0, , , , , , .n m n mQ f f r r f f rε ε− −=� �  
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定义 3.1:对于 0 1r< < ， ( ),C Xϕ ∈ � ，自由半群作用的拓扑 r 压定义为 

( ) ( )0 1 0 10

1, , , li limm sup log , , , , , .r m n m
n

P f f Q f f r
nε

ϕ ϕ ε− −→ →∞
=� �  

有时候为了强调度量 d 的，我们可以写成 ( ), 0 1, , ,r d mP f f ϕ−� 。 
注 3.2：显然 ( ) ( )0 1 0 1, , , , , ,m r mP f f P f fϕ ϕ− −≥� � ，若 1m = ，它与文[18]中定义的拓扑 r 压相一致，

若 0ϕ = ，它与文[17]中定义的自由半群作用的拓扑 r 熵一致。 
现在我们简单介绍一下分离集。 
若 X 的子集 E 满足对任意 ,x y X∈ ， x y≠ ，使得 

( ){ }1 : , , .w wCard w d f x f y w w r
w

ε′ ′′ ′≥ ≤ >  

则称 E 是 X 的 ( )0 1, , , , , mw r f fε −� 分离集。 
故 

( ) ( ) ( )( )
0 1 0 1, , , , , sup e : , , , , ,wS xs

w m m
x E

Q f f r E X w r f fϕϕ ε ε− −
∈

 =  
 
∑� �是 的 分离集  

( ) ( )0 1 0 1
1, , , , , , , , , , .s s

n m w mn
w n

Q f f r Q f f r
m

ϕ ε ϕ ε− −
=

= ∑� �  

注 3.3：若 1 2ε ε< 有 ( ) ( )0 1 1 0 1 2, , , , , , , , , ,s s
w m w mQ f f r Q f f rϕ ε ϕ ε− −≥� � ，则 

( ) ( )0 1 1 0 1 2, , , , , , , , , , .s s
n m n mQ f f r Q f f rϕ ε ϕ ε− −≥� �  

故 

( ) ( )0 1 0 10

1, , , li limm sup log , , , , , .s s
r m n m

n
P f f Q f f r

nε
ϕ ϕ ε− −→ →∞

=� �  

有时候为了强调度量 d 的，我们可以写成 ( ), 0 1, , ,s
r d mP f f ϕ−� 。 

引理 3.1：对任意 1n ≥ ， 0ε > ， 0 1r< < ，有 
1) ( ) ( )0 1 0 1, , , , , , , , , ,s

n m n mQ f f r Q f f rϕ ε ϕ ε− −≤� � ， 
2) 令 ( )max

x X
M xϕ

∈
= ，若 ( ) ( ) ( ){ }sup : ,x y d x yδ ϕ ϕ ε= − ≤ ，则 

( ) ( )2
0 1 0 1, , , , 2 , 2 e , , , , , .s n nrM

n m n mQ f f r Q f f rδϕ ε ϕ ε+
− −≤� �  

证明：1) 假设 E 是 X 一个具有最大基数的 ( )0 1, , , , , mw r f fε −� 分离集，则 E 也是 X 的一个 

( )0 1, , , , , mw r f fε −� 张成集。 
假设 E 不是 X 一个 ( )0 1, , , , , mw r f fε −� 张成集，则至少存在一个点 x X∈ ，使得对所有 y E∈ ，有 

( ){ }1 : , , 1 ,w wCard w d f x f y w w r
w

ε′ ′′ ′< ≤ < −  

即 

( ){ }1 : , , ,w wCard w d f x f y w w r
w

ε′ ′′ ′≥ ≤ >  

这与最大基数的分离集相矛盾。 
我们由此得到一个 ( )0 1, , , , , mw r f fε −� 分离集必然是 ( )0 1, , , , , mw r f fε −� 张成集，则有 
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( ) ( )0 1 0 1, , , , , , , , , , .s
w m w mQ f f r Q f f rϕ ε ϕ ε− −≤� �  

故 

( ) ( )0 1 0 1, , , , , , , , , , .s
n m n mQ f f r Q f f rϕ ε ϕ ε− −≤� �  

2) 为了证明这个结果，我们先假设 E 是 X 的一个 ( )0 1, 2 , 2 , , , mw r f fε −� 分离集，F 是 X 的一个 

( )0 1, 2 , 2 , , , mw r f fε −� 张成集。定义映射 : E Fφ → ，映射φ 满足任意 x E∈ ， ( )x Fφ ∈ ，使得 

( )( )0 1, , , , , , mx B x w r f fφ ε −∈ � 。我们可知 ( )xφ 是单射(详细可见文[17])。令 z E∈ ，使得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }min .w w x E w wS z S z S x S xϕ φ ϕ ϕ φ ϕ∈− = −  

令 ( )( ){ }: , ,w wA w d f z f z w wφ ε′ ′′ ′= < ≤ ,有 ( )1Card A w r> − ，记 ( )1Card A w r k= − ⋅ ，其中 

11
1

k
r

< ≤
−

。故 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ){ } ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

1 1 1 2

2

e e e e

min e e

e e

e e

e e .

w ww w w

w w w

w w w

w

w

S x S xS y S y S x

y F y E x E

S x S x S x
x E

x E

S z S z S z

x E

w r k w r k M S x

x E

w w r M S x

x E

ϕ φ ϕϕ ϕ ϕ

φ

ϕ φ ϕ ϕ

ϕ φ ϕ ϕ

δ ϕ

δ ϕ

−

∈ ∈ ∈

−
∈

∈

−

∈

− − − − − ⋅ ⋅

∈

− − ⋅

∈

≥ =

≥

=

≥

≥

∑ ∑ ∑

∑

∑

∑

∑

 

因此 

( ) ( )2
0 1 0 1, , , , 2 , 2 e , , , , , .w w rMs

w m w mQ f f r Q f f rδϕ ε ϕ ε+
− −≤� �  

故 

( ) ( )2
0 1 0 1, , , , 2 , 2 e , , , , , .s n nrM

n m n mQ f f r Q f f rδϕ ε ϕ ε+
− −≤� �  

定理 3.2：设 ( ),X d 是紧致度量空间， 0 1, , mf f −� 是 X 到自身的连续映射，且 ( ),C Xϕ ∈ � ，有 

( ) ( ) ( )2 0 1 1 0 1 1 0 1 1, , , , 2 , , , , , , , , .s s
r m r m r mP f f f Mr P f f f P f f fϕ ϕ ϕ− − −− ≤ ≤� � �  

证明：显然由引理 3.1 可推得定理 3.2。 
注 3.4：若 1m = ，由定理 1.3 和定理 3.2 可得 ( ) ( ) ( )

0 0
lim , lim , ,s

r rr r
P f P f P fϕ ϕ ϕ

→ →
= = 。 

现在我们来研究 ( )0 1 1, , , ,r mP f f f − ⋅� 和 ( )0 1 1, , , ,s
r mP f f f − ⋅� 的相关性质。 

定理 3.3：设 : , 0,1, , 1if X X i m→ = −� 是紧致度量空间 ( ),X d 上的连续映射。若 ( ), ,C Xϕ ψ ∈ � ，

0ε > ，  0 1r< < ，且  c∈�，则有下面的成立 

1) ( ) ( )0 1 1 0 1 1, , , ,0 , , ,r m r mP f f f h f f f− −=� � 。 

2) ϕ ψ≤ 可得 ( ) ( )0 1 1 0 1 1, , , , , , , ,r m r mP f f f P f f fϕ ψ− −≤� � ，特别地 

( ) ( ) ( )0 1 1 0 1 1 0 1 1, , , inf , , , , , , , sup .r m r m r mh f f f P f f f h f f fϕ ϕ ϕ− − −+ ≤ ≤ +� � �  

3) ( )0 1 1, , , ,r mP f f f − ⋅� 要么是有限值，要么是无穷。 
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4) ( ) ( )0 1 1 0 1 1, , , , , , , , , ,s s
r m r mP f f f P f f fϕ ε ψ ε ϕ ψ− −− ≤ −� � 。因此若 ( )0 1 1, , , ,s

r mP f f f − ⋅ < ∞� ，则 

( ) ( )0 1 1 0 1 1, , , , , , , ,s s
r m r mP f f f P f f fϕ ψ ϕ ψ− −− ≤ −� � 。 

5) ( )0 1 1, , , , ,s
r mP f f f ε− ⋅� 是凸的，且若 ( )0 1 1, , , ,s

r mP f f f − ⋅ < ∞� ，则 ( )0 1 1, , , ,s
r mP f f f − ⋅� 也是凸的。 

6) ( ) ( )0 1 1 0 1 1, , , , , , , ,r m r mP f f f c P f f f cϕ ϕ− −+ = +� � 。 

7) ( ) ( ) ( )0 1 1 0 1 1 0 1 1, , , , , , , , , , , , logs s s
r m r m r mP f f f P f f f P f f f mϕ ψ ϕ ψ− − −+ ≤ + +� � � 。 

8) 若 1c ≥ ,有 ( ) ( ) ( )0 1 1 0 1 1, , , , , , , , 1 logs s
r m r mP f f f c cP f f f c mϕ ϕ− −≤ + −� � ；若 1c < ，有 

( ) ( ) ( )0 1 1 0 1 1, , , , , , , , 1 logs s
r m r mP f f f c cP f f f c mϕ ϕ− −≥ + −� � 。 

9) ( ) ( ) ( )0 1 1 0 1 1 0 1 12 log , , , , , , , , , , , ,s s s
r m r m r mm P f f f P f f f P f f fϕ ϕ ϕ− − −− − ≤ ≤� � � 。 

证明：定理(1)~(8)的证明类似于文[10]中 Lin 等人的证明，因此我们省略证明。然后证明(9) 
对于 mw F +∈ ，设 E 是 X 的一个 ( )0 1, , , , , mw r f fε −� 分离集，由于 ϕ ϕ ϕ− ≤ ≤ ，故 

( )( )( ) ( )( ) ( )( )e e e .w wwS x S xS x

x E x E x E

ϕ ϕϕ−

∈ ∈ ∈

≤ ≤∑ ∑ ∑  

因此 

( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 1, , , , , , , , , , , , , , , .s s s
w m w m w mQ f f r Q f f r Q f f rϕ ε ϕ ε ϕ ε− − −− ≤ ≤� � �  

( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 1, , , , , , , , , , , , , , , .s s s
n m n m n mQ f f r Q f f r Q f f rϕ ε ϕ ε ϕ ε− − −− ≤ ≤� � �  

则 

( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 1, , , , , , , , , .s s s
r m r m r mP f f P f f P f fϕ ϕ ϕ− − −− ≤ ≤� � �  

由(8)我们可以得到 

( ) ( )0 1 0 1, , , 2 log , , , .s s
r m r mP f f m P f fϕ ϕ− −− − ≤ −� �  

因此 

( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 1, , , 2 log , , , , , , .s s s
r m r m r mP f f m P f f P f fϕ ϕ ϕ− − −− − ≤ ≤� � �  

现在我们来研究一下 ( )0 1 1, , , ,r mP f f f − ⋅� 关于 0 1 1, , , mf f f −� 的性质。 
定理 3.4：若 ( )1 1,X d ， ( )2 2,X d 都是紧致度量空间。假设 0 1 1, , , mf f f −� 是 1X 上的连续映射， 

0 1 1, , , mg g g −� 是 2X 上的连续映射。当 1 2: X Xπ → 是一个连续满射，对任意 0 1i m≤ ≤ − 使得 i if gπ π=� � ，

则有 

( ) ( ) ( )0 1 0 1 2, , , , , , , , .r m r mP g g P f f C Xϕ ϕ π ϕ− −≤ ∀ ∈� � � �  

若π 是同胚的，则有 

( ) ( )0 1 0 1, , , , , , .r m r mP g g P f fϕ ϕ π− −=� � �  

证明：设 0ε > ，取 0δ > 使得 ( )1 ,d x y δ< 可得 ( ) ( )( )2 ,d x yπ π ε< 。当 1 2 n mw i i i F += ∈� ， 0 1r< < 。

若 F 是 1X 的一个 ( )0 1, , , , , mw r f fδ −� 张成集，则 ( ) ( ){ }:F x x Fπ π= ∈ 是 2X 的一个 ( )0 1, , , , , mw r g gε −� 张

成集。故 
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( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1 2 1

1 1 2 1

1 1 2 1

0 1

e

e

e

, , , , , .

i i i in n

i i i in n

i i i in n

x f x f x

x F

x g x g x

x F

y g y g y

y F

w mQ g g r

ϕ π ϕ π ϕ π

ϕ π ϕ π ϕ π

ϕ ϕ ϕ

π

ϕ ε

…− −

− −

− −

+ + +

∈

+ + +

∈

+ + +

∈

−

=

≥

≥

∑

∑

∑

�

�

� � � �

� � � � � �

� � �

�

 

因此，我们有 

( ) ( )0 1 0 1, , , , , , , , , , .w m w mQ f f r Q g g rϕ π δ ϕ ε− −≥� � �  

即 

( ) ( )0 1 0 1, , , , , , , , , , .n m n mQ f f r Q g g rϕ π δ ϕ ε− −≥� � �  

我们再取对数和极限( 0δ → ，有 0ε → )，得到 

( ) ( )0 1 0 1, , , , , , .r n r nP f f P g gϕ π ϕ− −≥� � �  

若π 是同胚，我们可以应用上面的 , ,,i if g π ϕ 替换 1, , ,i ig f π ϕ π− � 推得 

( ) ( )0 1 0 1, , , , , , .r n r nP g g P f fϕ ϕ π− −≥� � � 。 

定理 3.5：设 ( ),i iX d 是以 id 为度量的紧致度量空间，令 ( ) ( )1,2i i = 是 iX 上的一组有限连续映射，

其中 ( ) ( ) ( ){ }1 1 1
0 1, , mf f −= � ， ( ) ( ) ( ){ }2 2 2

0 1, , kf f −= � 。 

若 ( ),i iC Xϕ ∈ � ， ( )1 满足 ( )( ) ( )( )1

1 1
, 1 10

1, lim inf lo ,lim g , ,s s
r d nn

P Q r
nε

ϕ ϕ ε
→ →∞

=  ，或 ( )2 满足 

( )( ) ( )( )2

2 2
, 2 20

1, lim inf lo ,lim g , ,s s
r d nn

P Q r
nε

ϕ ϕ ε
→ →∞

=  ，则 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 2 1 2
, 1 2 , 1 , 2, , , ,s s s

r d r d r dP P Pϕ ϕ ϕ ϕ× × ≥ +     

其中 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 2 1 2
0 1: , : , , mkf g f g f g f g

−
× = × ∈ ∈ = × ×�    ，对任意 ( ) ( )1 2f g× ∈ ×  有 

( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, ,f g x x f x g x× = ；d 是乘积空间 1 2X X× 上的度量，其定义为 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 1 1 1 2 2 2, , , max , , ,d x x y y d x y d x y= ，其中 ( )1 2 1 2 ,C X Xϕ ϕ× ∈ × � 定义为 

( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2,x x x xϕ ϕ ϕ ϕ× = + 。 

证明：首先 ( ) ( )1 2×  是 1 2X X× 上的一组有限连续映射，对任意 1n mkp p Fν += ∈� ，存在唯一的 
( ) ( ) ( )1 1 1

1n mw j j F += ∈� 和唯一的 ( ) ( ) ( )2 2 2
1n kw j j F += ∈� 使得对任意1 i n≤ ≤ ，满足 ( ) ( )

( )
( )
( )

1 2
1 2

i i i
p j j

f g f f× = × 。因此 

( ) ( )
( )

( )
( )

1 2
1 2

w w
f g f fν× = × 。 

另一方面，如果 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2
1 1,n m n kw j j F w j j F+ += ∈ = ∈� � ，存在唯一 1n mkp p Fν += ∈� ，使得对任意 

1 i n≤ ≤ ，满足 ( )
( )

( )
( ) ( )1 2

1 2

ii i
pj j

f f f g× = × ，因此 ( )
( )

( )
( ) ( )1 2

1 2

w w
f f f g ν× = × 。 

因此对任意 1n ≥ ，映射 ( ) ( )( )1 2: ,h w wν � 是一一对应的。 

对于 0ε > 和 mkFν +∈ ，存在 ( )1
mw F +∈ 、 ( )2

kw F +∈ 使得 ( ) ( )
( )

( )
( )

1 2
1 2

w w
f g f fν× = × 。 

如果 1E 是 1X 的 ( ) ( )( )1 1, , ,w rε  分离集，对任意的 1 1 1,x y E∈ ，我们有 
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( )
( ) ( )( ) ( ){ }1 1 1

1 1 11

1 : , , .w wCard w d f x f y w w r
w

ε≥ ≤ >  

令 
( ) ( )( ) ( ){ }1 1 1

1 1 1: , , ,w wA w d f x f y w wε= ≥ ≤  

则 ( )1Card A w r> 。 

类似地，如果 2E 是 1X 的 ( ) ( )( )2 2, , ,w rε  分离集，对任意的 2 2 2,x y E∈ ，我们有 

( )
( ) ( )( ) ( ){ }2 2 2

1 1 12

1 : , , .w wCard w d f x f y w w r
w

ε≥ ≤ >  

令 
( ) ( )( ) ( ){ }2 2 2

2 1 1: , , ,w wB w d f x f y w wε= ≥ ≤  

则 ( )2Card B w r> 。 

因此对任意 ( ) ( )( )1 21
1 ,kp p h w wν −′ = ≤� ，1 k n≤ ≤ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 1 1

1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 1 1

1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 2 2
1 1 1 2 2 2

, , ,

, , ,

max , , , .

k k k k

k k k k

j j j j j j j j

j j j j j j j j

d f g x x f g y y

d f x f x f y f y

d f x f y d f x f y

ν ν′ ′× ×

    =         
    =     

    

� � � �

� � � �

 

令 ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1 2 1 2: , , , ,C d f g x x f g y y vν νν ε ν′ ′
′ ′= × × ≥ ≤ ，其中 ( ) ( )( )1 21 ,h w wν −= ，则 

( )1CardC Card A w r≥ >  

和 
( )2 .CardC Card B w r≥ >  

由于 ( ) ( )1 2w w ν= = ，则 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1 2 1 2
1 : , , , , .Card d f g x x f g y y r

ν ν
ν ε ν ν

ν ′ ′
′ ′× × ≥ ≤ >  

因此， 1 2E E× 是 1 2X X× 的一个 ( ) ( )( )1 2, , ,rν ε ×  分离集。由于 

( )
( )( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 21 21 1 2 2

1 2 1 2
,

1 1 2 2

exp ,

exp ,

x x E E

w w
x E x Ew w w w

f g x x

f x g x

ν
ν ν

ϕ ϕ

ϕ ϕ

′
′∈ × ≤

′ ′
∈ ∈′ ′≤ ≤

 × × 
 

     
=                

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
 

我们得到 
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( )1 2

1 2 1 2
1 2 1 2, , , , , , , , , .s s s

w w
Q r Q r Q rν ϕ ϕ ε ϕ ε ϕ ε× × ≥ ⋅     
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则有 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( )( )

( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )( )

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2
1 2

,

1 2
1 2

1 , , ,

1 , , , , , ,

1 1, , , , , , .

s
wn

w n

s s
n w w

w n x n

s s
n nw w

w n w n

Q F F r
mk

Q F r Q F r
mk

Q F r Q F r
m k

ϕ ϕ ε

ϕ ε ϕ ε

ϕ ε ϕ ε

=

= =

= =

× ×

≥ ⋅

= ⋅

∑

∑

∑ ∑

 

因此 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2

1 2 1 2, , , , , , , , , .s s s
n n nQ r Q r Q rϕ ϕ ε ϕ ε ϕ ε× × ≥ ⋅     

故 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 2
1 2

1 2
1 2

1sup log , , ,

1 1inf log , , , sup

lim

lim lim log , , , .

s
n

n

s s
n nn n

Q r
n

Q r Q r
n n

ϕ ϕ ε

ϕ ε ϕ ε

→∞

→∞ →∞

× ×

≥ +

 

 
 

因为 ( )( ) ( )( )1

1 1
, 1 10

1, lim inf lo ,lim g , ,s s
r d nn

P Q r
nε

ϕ ϕ ε
→ →∞

=  ，令 0ε → ，可以得到 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 2 1 2
, 1 2 , 1 , 2, , , .s s s

r d r d r dP P Pϕ ϕ ϕ ϕ× × ≥ +     

类似的方法可以证明 ( )( ) ( )( )2

2 2
, 2 20

1, lim inf lo ,lim g , ,s s
r d nn

P Q r
nε

ϕ ϕ ε
→ →∞

=  的情况。 

到目前为止我们还不能证明其另一不等式，即 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 2 1 2
, 1 2 , 1 , 2, , ,s s s

r d r d r dP P Pϕ ϕ ϕ ϕ× × ≤ +    。 

4. 定理 1.4 的证明 

在这一章中，我们给出定理 1.4 的证明。该定理将自由半群作用的拓扑 r 压与拓扑压联系起来。 
在证明定理 1.4 之前，我们利用类似于 Bufetov [19]和 Lin 等人[10]的方法，得到了以下引理。 
引理 4.1：对任意 1n ≥ ， 0ε > ， ( ),C Xϕ ∈ � ，且 ( ) ( ),g x xω ϕ= ，我们有 

( ) ( ) ( )0 1, , , , , , , , ,n
n n mQ F g r K r m Q f f rε ε ϕ ε−≤ �  

其中 F 是斜积变换， ( ),K rε 是一个取决于 ε 和 r 的正常数。 

证明：令 ( )C ε 是一个正整数且满足 ( )2
100

C ε ε− < 和 ( )2n CN m ε+= ，则 mF + 中有 N 个长度为 ( )2n C ε+ 的

不同的词。记为 1, , Nw w� 。对每个1 i N≤ ≤ ，选取 ( ) miω ∈Σ ，使得 ( ) ( ) ( ), 1 iC n C
i w

ε ε
ω

− + −  
= 。显然对于 

0 1 2ε≤ ≤ ， ( ){ }, 1, ,i i Nω = � 是 mΣ 的一个 ( ), , , mn rε σ 张成集。定义 ( ) [ ]0, 1i n
w iω

−
′ = ，令 iB 表示度量空间

X 的 ( )0 1, , , , ,i mw r f fε −′ � 张成集的最大基数， 1,2, ,i N= � 。假设点 , ,
ii Bx x′ ′� 构成 X 的 ( )0 1, , , , ,i mw r f fε −′ � 张

成集，故这些点 

( )( ), , 1, , , 1, , ,i
j m ii x X i N j Bω ∈Σ × = =� �  

构成 m XΣ × 的 ( ), , ,n r Fε 张成集，因此，有 
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( ) ( )

( ) ( )( ){ }
( ) ( )

{ }

,

, , : 1, , , 1, ,

, , 1, ,

, , , e

, e ,

n

i
j i

wi

i j i

S g x
n

x i x i N j B

S x

w n x x j B

Q F g r

K r

ω

ω ω

ϕ

ε

ε

∈ = =

′ ′= ∈ =

≤

≤

∑

∑

� �

�

 

其中 ( ),K rε 是一个取决于 ε 和 r 的正常数。因此 

( ) ( ) ( )0 1, , , , , , , , , .n
n n mQ F g r K r m Q f f rε ε ϕ ε−≤ �  

定理 1.4 的证明：对于 0 1r< < ， ( ),C Xϕ ∈ � ，由注 3.2，有 

( ) ( ), 0 1 0 1, , , , , , ,r d m d mP f f P f fϕ ϕ− −≤� �  

则 

( ) ( ), 0 1 0 1
0

sup , , ,l ,m , , .i r d m d m
r

P f f P f fϕ ϕ− −
→

≤� �  

从引理 4.1 我们可以得到 

( ) ( ) ( )0 1, , , , , , , , , ,n
n n mQ F g r K r m Q f f rε ε ϕ ε−≤ �  

因此 

( ) ( ), , 0 1, log , , , .r D r d mP F g m P f f ϕ−≤ + �  

从定理 1.3 和定理 2.1，可得 

( ) ( )
( )
( )

, 0 1 ,0 0

0 1

lim liminf , , , inf , log

, log

, , , .

r d m r Dr r

D

d m

P f f P F g m

P F g m

P f f

ϕ

ϕ

−→ →

−

≥ −

= −

=

�

�

 

因此 

( ) ( ) ( ), 0 1 0 1 , 0 100
sup , , , , , , inf , ,lim li .m ,r d m d m r d mrr

P f f P f f P f fϕ ϕ ϕ− − −→→
≤ ≤� � �  

故 

( ) ( )0 1 , 0 10
, , , lim , , , .d m r d mr

P f f P f fϕ ϕ− −→
=� �  

推论 4.2：令 ( ),X d 是紧致度量空间， 0 1 1, , , mf f f −� 是 X 上到自身的连续映射，则 

( ) ( )0 1 0 10
lim , , , , , , .s

r m mr
P f f P f fϕ ϕ− −→

=� �  

证明：从定理 3.2，我们可以得到 

( ) ( ) ( )2 0 1 0 1 0 1, , , 2 , , , , , , ,s s
r m r m r mP f f Mr P f f P f fϕ ϕ ϕ− − −− ≤ ≤� � �  

则 

( ) ( )2 0 1 0 1
0 0

sup , , , sup , , , ,lim lims
r m r m

r r
P f f P f fϕ ϕ− −

→ →
≤� �  

( ) ( )0 1 0 10 0
lim linf , , , infi , , ,m s

r m r mr r
P f f P f fϕ ϕ− −→ →

≤� �  

由定理 1.4 可得 

( ) ( )0 1 0 10
lim , , , , , , ,r m mr

P f f P f fϕ ϕ− −→
=� �  
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则 
( ) ( ) ( )2 0 1 0 1 0 100

sup , , , , ,l , inf , ,m lim , .i s s
r m m r mrr

P f f P f f P f fϕ ϕ ϕ− − −→→
≤ ≤� � �  

这就证实了极限的存在，所以 

( ) ( )0 1 0 10
lim , , , , , , .s

r m mr
P f f P f fϕ ϕ− −→

=� �  

5. 定理 1.5 的证明 

在证明定理 1.5 之前，我们应该做了些工作。 
令 ( ),X d 是紧致度量空间，假设一个有 m 个生成子的自由半群作用于 X 和生成子 0 1 1, , , mf f f −� 都是

X 上的同胚。我们容易看到斜积变换 : m mF X XΣ × → Σ × 也是同胚。 
我们可以看到斜积逆变换 1 : m mF X X− Σ × → Σ × ， : mg XΣ × → �满足 

( ) ( )( )1

1 1 1, , ,F x f xωω σ ω
−

− − −=  

( ) ( ), ,g x xω ϕ=  

其中 ( ),C Xϕ ∈ � ，
*

1 0 1, , , , mω ω ω ω−
 = ∈Σ 
 
� � ，若 1 0ω− = ，

1
fω− 表示 0f ； 1 1ω− = ，

1
fω− 表示 1f ，以此

类推。既有， 

( ) ( )( )
[ ]

( )
1 1 , 1

1 1 1 1, , ,
n n n

n n nF x f f f x f xω ω ω ω
ω σ ω σ ω

− − + − − −

− − − − − − − 
 


= =


�  

为了证明定理 1.5，我们给出了 ( )1,P F g− 的下列性质。 
定理 5.1：斜积逆变换的拓扑压 1F − 满足 

( ) ( )1 1 1
0 1, log , , , ,D d mP F g m P f f ϕ− − −

−= + �  

其中 m XΣ × 上的度量 D 定义为 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }, , , max , , ,D x x d d x xω ω ω ω′ ′ ′ ′ ′=  

mΣ 上的度量 d ′满足 ( ), 1 2kd ω ω′ ′ = ， { }inf : n nk n ω ω′= ≠ 。 

下面两个引理的证明与 Lin 等人的[10]的证明类似，因此我们省略了证明。 

引理 5.2：对任意 1n ≥ ，
10
2

ε≤ ≤ ，则 

( ) ( )1 1 1
0 1, , , , , , .s n s

n n mQ F g m Q f fε ϕ ε− − −
−≥ �  

引理 5.3：对任意 1n ≥ ， 0ε > ，则 

( ) ( ) ( )1 1 1
0 1, , , , , , ,n

n n mQ F g K m Q f fε ε ϕ ε− − −
−≤ �  

其中 ( )K ε 是取决于 ε 的正常数。 
定理 5.1 的证明：从引理 5.2，我们得到 

( ) ( )1 1 1
0 1, log , , , .D d mP F g m P f f ϕ− − −

−≥ + �  

从引理 5.3，我们可以得到 

( ) ( )1 1 1
0 1, log , , , ,D d mP F g m P f f ϕ− − −

−≤ + �  

证明完成。 
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现在我们来证明定理 1.5。 
定理 1.5 的证明。因为 F 是同胚，我们有 

( ) ( )1, , .D DP F g P F g− =  

从定理 5.1 和定理 2.1，我们可以得到 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1
0 1

0 1

, log , , , ,

, log , , , .
D d m

D d m

P F g m P f f

P F g m P f f

ϕ

ϕ

− − −
−

−

= +

= +

�

�
 

因此 

( ) ( )1 1
0 1 0 1, , , , , , .d m d mP f f P f fϕ ϕ− −

− −=� �  

注 5.1：在文[11]中，作者给出了一个例子来说明文章[11]意义下的拓扑压不具有类似定理 1.5 的性质。 
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