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摘  要 

本文主要给出了n维复空间 n
 中Fock型空间上线性算子为有界算子的充分条件，以及利用Berezin变换

给出了线性算子为紧算子的充分条件。 
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Abstract 
In this paper, the sufficient conditions for linear operators to be bounded on Fock type spaces in 
n-dimensional complex spaces n

  are given, and the sufficient conditions for linear operators to 
be compact operators are given by Berezin transformation. 
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1. 引言 

设 n
 为 n 维复空间，α 为一个正参数，其中 ( )1 2, , , nz z z z=  ，让 

( )
( )

( )
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2
2d e d
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p z

nn

pz m z
α

α
αλ

−

π
= 。 

为高斯测度，其中 

( )
( )

2

2
2e d 1

2
n

z

nn m z
αα −

π
=∫



。 

设 ( )f x 是定义在 n
 上的可测函数。若 ( )1pf p≤ < ∞ 在 n

 上可积，则这样的全体构成空间

( ),dp nL αλ ，即 

( ) ( ) ( ) ( ){ },d | dn

pp nL f t f t tα αλ λ= < ∞∫


 。 

Fock 空间 ( ) ( )2 ,dp n nF L Hα αλ=    。其中 ( )nH  是 n
 中所有整函数构成的集合。特别地，当 2p =

时，就是经典的 2Fα 空间。即 ( ) ( )2 2 ,dn nF L Hα αλ=    。显然 2Fα 是 ( )2 ,dnL αλ 的闭子空间，即 2Fα 也是

希尔伯特空间，它的内积定义为 

( ) ( ) ( ), dnf g f z g z zαλ= ∫


。 

实际上， 2Fα 是一个再生核希尔伯特空间，其中核函数为 

( ) ( ) 2, e
z

K z k z
α ω

ω ω= = 。 

当 ( )2 ,dnf L αλ∈  时，范数 2,f
α 定义为 

( )( )2
1
2

2, ( ) dnf f z zαα
λ= ∫

 。 

同样的定义 ( ), dp nf L αλ∈  时，范数
,pf
α
被表示为 

( )( )
1

, ( ) dn
p p

pf f z zαα
λ= ∫

 。 

由 2Fα 的每个线性算子 S 均可导岀一个 n
 上的函数 s ，即 

( ) , ,z z
nS z Sk k z= ∈

 。 

其中 S是 S 的 Berezin 变换。因为 zk 是单位向量，所以当 S 有界时 S就有界，并且 SS
∞
≤ 。另外，在 2Fα

上，当 z →∞时， 0zk → ，因此当 S 是 2Fα 上的紧算子时， z →∞时， 0zS → 。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2021.113053
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


罗颜 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.113053 409 理论数学 
 

我们主要研究线性算子 2Fα 上的有界性和紧性。为了说明我们的主要结果，我们需要在 2Fα 上引入一

类酉算子。对于任何 nz∈ ，令 zϕ 代表示 n
 上由 ( )z zϕ ω ω= − 定义的解析自映射， zk 表示正规化的再

生核，即 

( ) ( )
( )

2
2 4

,
e

,
z

z zK z

K z z
k

αω αω
ω

−
= = 。 

设 zU 是 2Fα 上的线性算子 ( )z z zU f f kϕ=  ，其中每一个 zk 是 2Fα 上的单位向量。从变量的变化易知

每个 zU 都是 2Fα 的一个自伴单位算子，参见文献[1]。同时每个 zU 都将℘映射到℘，其中℘为 2Fα 的核函

数 ( )K zω 的有限线性组合构成的集合。 

设 ( ),x y 是测度空间， ( ),K s t 是 ( ), ,µ µΩ×Ω Β×Β × 上可测函数，并且 

( ) ( ) ( )2
, d dK s t s tµ µ < +∞∫∫ ； 

则 

( )( ) ( ) ( ) ( ) , dTx s K s t x t tµ
Ω

= ∫ 。 

是 ( )2 , ,L µΩ Β 到自身的有界线性积分算子。进一步，如果 ( )2 , ,L µΩ Β 是可分空间，那么 T 是 ( )2 , ,L µΩ Β 上

的 Hilbert-Schmidt 积分算子。 

在文献[2]中，Wang 己经在复平面上得到了以下结论。 

定理 A. 如果存在  2p > 和  0C > ，使得对任意的  z∈都有 1 0z PS → ，则算子 S 在 2Fα 上有界。 

定理 B. 如果存在  2p > 使得当  z →∞时都有，则 S 是 2Fα 上的紧算子。 

定理 C. 假设存在  2p > 且  0C > ，使得对所有的  z∈都有 1z PS C≤ 。则 S 是 2Fα 上的紧算子当 且仅

当 z →∞时， 0zS → 。 

以上这些结果都是在复平面上成立，我们将的这些结果推广到 n 维复空间 n
 上，进一步得到 n



上类似的结果。 

下面我们介绍本文的主要结果。 

定理 7. 设 S 是 2Fα 上的线性算子。如果存在常数  2p > 和  0C > ，使得对于任意的 nz∈ 都 1z pS C≤ ， 

则 S 在 2Fα 上有界，且有
2

2
S pC

p
≤

−
。 

定理 8. 设 S 是 2Fα 上的线性算子，  2p> 。如果当 z →∞时都有 1 0z pS → ，则 S 是 2Fα 上的算子。 

定理 9. 设 S 是 2Fα 上的线性算子，  2p> ，若存在正常数 C，使得对于任意的 nz∈ ，都有  z pSk C≤

和  z p
S k C∗ ≤ 。则 S 是 2Fα 上的 Hilbert-Schmidt。特别的，S 是紧算子。 

2. 相关引理 

在本节将给岀本文要用到的一系列引理。 

在文献[1]中，Zhu 己经在上得到了相应的引理。为了本文定理的证明的需要，我们将此结果推广

到 n
 上。得到类似的结果如下： 

引理 1. 对于任何  0p > ，对于 ( ),dP nL αλ 上的任意整函数都有： 

( )
2

1

4e
zp

pf z f
ββ

α
 ≤  
 

 

其中
2
p
αβ = 。 

https://doi.org/10.12677/pm.2021.113053


罗颜 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.113053 410 理论数学 
 

证明：由范数的定义可得 
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 ，则 

( )
( ) ( )

2

4
2, e d

2
n

p
z

p
nnpf f z m z

α

α

α −

π
= ∫



， 

当  0z= 时，可以得到： 
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。 

一般的，对任意的 nz∈ ， pf Fα∈ ，我们构造函数 
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所以有 ( )
21

4e
z

p

pf z f
ββ

α
 ≤  
 

。 

为了证明，性算子的有界性和紧性，我们先引入下面的引理说明集合℘是 pFα 的稠密子空间。 

引理 2. 设 ( )f z 为 pFα 上的核函数的有限线性组合表示的函数，则 ( )f z 构成的集合表示为℘，其中 

( ) ( ) 2

1 1
, e

kzn n

k k k
k k

f z c K z c
α ω

α ω
= =

= =∑ ∑  

则℘是 pFα 的稠密子空间，其中 0 p< < ∞。 

该引理的证明思想来自文献[1]的引理 2.11。 

证明：当  2p = 时，结论显然成立。事实上，如果在 pFα 中存在一个函数 h，使得对任意的 nω∈ ，h
都与 ( ),aK z ω 正交，那么 ( )  0h ω = 。一般地，由引理 1 的证明可以知道，可以找到一个正参数 β ，使得

2 pF Fβ α⊂ ，且对所有的 2f Fβ∈ 都有
, 2,pf C f
α β
≤ 成立。且对任何的 ( )0,β α∈ 这个结果都成立。如果 f

是一个多项式，且{ }1, , nω ω 是空间 n
 的点，则 
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∑

 

因为 2p = 时结论成立，即函数 ( )1 ,n
k kk c K zβ ω

=∑ 在 2Fβ 上是稠密的。进一步，在 pFα 的范数拓扑中，

由上式可知每一个多项式都可以由函数 ( )1 ,n
k kk c K zα ω

=∑ 逼近。因此我们可以得到集合℘在 pFα 上稠密。 

这篇文章中的每一个算子的定义域都包含℘。由于 , ,z zSK K K S Kω ω
∗= ，则 S∗的区域也包含℘。

我们进一步假设函数 zz SK→ 是共轭解析的。 

对于任意 nz∈ 和 2Fα 上的任意线性算子 S，设 z z zS U SU= 。而每一个 zU 都是℘上的自映射。因此当

每个 S 的定义域都包含℘时， zS 的定义域也包含℘。 

为了后面我们证明线性算子的紧性，我们引入下面的引理它给岀算子 , zSK Kω 的一个上界。 

引理 3. 设 2p > ，S 是 2Fα 上的线性算子，则对任意的 , nz ω∈ 有： 

( )2 2 2
4 2, 1 e

z z

pzK KS Sω

α ω

ω

σ ω+ − −
≤  

其中
2
p
αβ = 和

2
α βσ −

= 。进一步，如果存在某些正常数 C，使得对任意的 nω∈ 都有 1 pS Cω ≤ 成立， 

则有 

( )2 2 2
4 2 ,, e , n

z

z z
SK K C z

α σω ω

ω ω
+ − −

∈≤  ， 

证明：由 ,z z z z z zS U SU U f f kϕ= =  有 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1S z U SU z U Sk z k z Sk zω ω ω ω ω ω ω ω= = = − ， 

在引理 1 中，对所有的 , nz ω∈ ，有 

( )( )( )
2 2

4 41 e 1 e
p

z z

p pSk z Sk z S
β β

ω ω ωω α
ω β − ≤ ≤ 

 
。 

其中
2
p
αβ α= < 。用 zω − 去代替 z，则有 

( ) ( )
2 2

4 4e e , zSk z SK z SK K
α αω ω

ω ω ω

− −
= = ， 

并对结果进行简化，对任意的 , nz ω∈ 有 

( )2 2 2
4 2, 1 e

z z

pzK KS Sω

α ω

ω

σ ω+ − −
≤ 。

 

下面的引理表明对于 2Fα 上的每一个线性算子都可以用正则的方式表示积分算子。 

引理 4. 设 S 是 2Fα 上的线性算子，T 是 ( )2 ,dnL αλ 上的积分算子，T 定义为: 

( ) ( ) ( ), dn zTf f SK Kz αωω ωλ= ∫


「                               (1) 

S 在 2Fα 上有界当且仅当 T 在 ( )2 ,dnL αλ 上有界。进一步，当 T 和 S 都有界时，则 S 是 T 在 2Fα 上的

一个等价限制。 

证明：任何固定的 nz∈ ，函数 

( )( ), ,z z zK K S K K S KS ω ωω ω∗ ∗→ = = ， 

是 2Fα 上的整函数。因此，对于任意的 ( )2 2,dnf L Fα αλ∈ Θ 都有  0Tf = 成立，其中 ( )2 2,dnL Fα αλ Θ 表示

( )2 ,dnL αλ 中除去 2Fα 的部分。如果 S 在 2Fα 上有界，对于某些 na∈ 的核函数 af K= ，通过 aK 的再生

性质有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, , d

, , d

, ,

n
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z

z a a z

a

Tf z K a SK K

K K K a

K K SK K

S

S

SK z Sf z

α

α

ω

ω

ω ω

ω

λ

λ ω∗

∗

=

=

= =

= =

∫

∫


  

由此得岀在℘上有  Tf Sf= ，对于任意的 f ∈℘都有 Tf S f≤ 。应用前面的结论，我们得岀了 T
在 ( )2 ,dnL αλ 上有界，且 S 是 T 在 2Fα 上的等价限制。 

反之，对于任意的 f ∈℘，如果 T 在 ( )2 ,dnL αλ 上是有界的，则当 nz∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d , ,n z z zS K f S K Sf KTf Sz zf fαω ω ωλ∗ ∗= = == ∫


， 

这表明 T 在℘上的限制作用与 S 是一致的。由于℘在 2Fα 中是稠密的，且 T 是有界的，所以 S 是扩

展到 2Fα 上有界线性算子。 

引理 5. 对于 , nz ω∈ ，有 

( ) ( )
aaa K KkU ϕω ω ω= ； ( )

aaU k kϕω β ω= ； a aS Sϕ = 

 ， 

其中 β 是一个依赖于 a 和ω 单位模常数。 

证明： 
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第一个等式证明完毕。 

因为 

( ) ( )
aa aK KU k ϕω ω ω= ， 

由正规化再生核的定义有 

( )

2 2 2

4 2 4 4e e e
a

a aa

akU k
ω

α ω αα ω

ϕω

ω−
−

= ， 

化简得 

( )

2 2 2

2 4 4 4e
a

a aa

akU k
ω

α α ω ωα ω

ϕω β
−

− − +
= = ， 

其中 

( )
2e

a aα ω ω
β

−
= ， 

第二个式子证明完毕。 

通过 Berezin 变换的定义和 aS 的定义，以及前面己经证明的第二个等式，有 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
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a a a a

a a a a a a
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k k k k k kS S U SU SU U
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ϕ ϕ ϕ ϕ
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ϕ ω

= = =

= =

=





 

第三个等式证明完成。 
引理 6. 设 S 是 2Fα 上的线性算子，设常数 2p > 和  0C > ，使得对所有的 nz∈ 都有 1 pzS C≤ ，则当

ω →∞时， ( ) 0S ω → 当且仅当对于每一个(或者一些) 2 p p′< < ，有 ( )0,1 pSω ω′ → →∞ 。 

证明：如果对于某些 ( )2,p p′∈ ，有 ( )01 pSω ω′ → →∞ ，应用 Hölder’s 不等式，当ω →∞时， 

( ) 1,1 1 0pS SS ωωω ′= ≤ → ， 

反之，假设当ω →∞时， ( ) 0S ω → ，并固定 ( )2,p p′∈ 。接下来证明当ω →∞时， 01 pSω ′ → 。

, na z∀ ∈ ，我们有 

( )( ) ( )
2

2, e ,
a

z z z a a z a aS a S a S k k S K K
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= = =  ， 

其中 
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将上式带入有 
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, 0
e ,

2 ! !

k ja k j j k
z zk j

k j
S a S u u a a

k j

α αϕ
+∞−

+
=

= ∑ ， 
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对于任意的的正数 r，我们考虑积分 
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其中 
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对于任意的 nu∈ ，当 z →∞时，有 ( )( ) 0zS uϕ → 。则对任意  0r > 都有 
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进一步，对任意的  0r > 有 

( ) ( ),l m 0i 1,
1 !

n
n

z r nz
S u z

n
α

→∞

 
+ Σ = 

+  
， 

因此，当 nz∈ 存在一个与 z 有关的常数 C，使得 zS C≤ ，对任意的 0, nn z≥ ∈ 都有 

( )
( )

( )
( )

( ) 2

2
2

, 2
1

22
2

2 2
1

2

2 2

1

2 ! 1 !

2 ! !
2 ! 1 !

e 1
!

k n k k n
k

r n k n
k

k nk n
k

k n k n
k

k
n n

r

k

u u
z C r

k k n

k k n
C r

k k n

r
C C

k
α

α

α
α

α
α α

+ +∞

+
=

++∞

+ +
=

∞

=

Σ =
+ +

+
=

+ +

 ≤ = − 

∑

∑

∑

 

则给定任意的 0ε > 和一个充分小的  0r > 就有 

2
2 e 1
n

rC αα ε − <  。 

进一步得 

( )1 !
sup 1lim , n

z
z n

n
S u ε

α→∞

+
≤ 。 

对任意的 0n ≥ 有 

lim 1, 0n
zz

S u
→∞

= 。 

由于 2Fα 中的多项式是稠密的，则当 z →∞时 1 0zS → 。特别是，对于每一个 nω∈ ，当 z →∞时，
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( )1 0zS ω →  

令 1ps
p

= >
′

，存在  1t > 使得
1 1 1
s t
+ = 。任意的可测集 E 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1d d 1d
p p ps t t

pE E Ez z z ES S Sα α αλ ω λω ω ω λ ω λ
′ ′ ′   ≤ ≤       ∫ ∫ ∫  

由于所有 nz∈ 有 1 pzS C≤ ，这表明{ }:1z
p nS z′

∈ 是一致可积的。根据 Vitali’s 定理有 

( ) ( )im 1 d 0l z
p

Ez
S αω λ ω

′

→∞
=∫ 。 

引理的证明完毕。 

3. 主要结果及其证明 

定理 7. 设 S 是 2Fα 上的线性算子。如果存在常数  2p > 和  0C > ，使得对于任意的 nz∈ 都有 1z pS C≤ ， 

则 S 在 2Fα 上有界，且有
2

2
pCS

p
≤

−
。 

证明：由引理 4，定义的积分算子 T 在 ( )2 ,dnL αλ 上有界。又由引理 3 中存在的常数 C 和 

( )2
2 2

p
p

αα βσ
−−

= = ，对于 nz∈ 都有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2

4 2

4 2 2

e d

e d
2

n

n

z z

z z

n

Tf z C f

C f

α σω ω

α

α σ αω ω ω

α

ω λ ω

α ω λ ω

+ − −

+ − − −

≤

=
π

∫

∫





 

进一步有 

( ) ( ) ( )
2 2

4 2
1 e e dn

z
F z C f A

α σω ω
ω ω

− − −
≤ ∫



                           (2) 

其中
( )1
2 nC Cα

=
π

和 ( ) ( )
2

4e
z

F z Tf z
α

−
= ，对(2)两边平方再应用 Hölder 不等式 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2

2
2 4 2 2

1

2

4 2

2

2

e e d e d

e e d

n n

n

z z

z

CF f A A

C f A

z
α σ σω ω ω

α σω ω

ω ω ω

ω ω

− − − − −

− − −

≤

=

∫ ∫

∫

 



 

其中 

( )

( )
( )

( )

( )

2

2

2 2
2 1

2 2
1

2
1

e d

2
e d

2

2

n

n

u

n
u

n

n

C C A u

C A u

C

σ

σσ
σ

σ

−

−

=

π
= ⋅ ⋅

π

π
=

∫

∫





 

再由 Fubini’s 定理和变量变换可以得到 
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( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

4 4
3e d e dn n

z
Tf z A z C f A

α α ω
ω ω

− −
≤∫ ∫

 

， 

其中 

( ) ( )2 2
22

3 2

2 2e d
2n

n
u C pCC C A u

p

σ

σ
− π  

= = =  − 
∫


。 

这表明算子 T 在 ( )2 ,dnL αλ 上是有界的，并且 

2
2

pT C
p

≤
−

。 

将 T 限制在 2Fα 空间上，所以 S 是有界算子。 

注记：上面的证明仅取决于引理 3 中的点态估计给岀的上界，不是关于范数 1z pS 的全部上界的结

果。 

下面，我们给岀了 2Fα 上算子是紧算子的两个充分条件。 

定理 8. 设 S 是 2Fα 上的线性算子，且  2p> 。如果当 z →∞时，都有 1 0z pS → ，则 S 是 2Fα 上的紧算

子。 

证明：由假设条件：当 z →∞时，都有 1 0z pS → ，则 1z pS 是有界的。由定理 7，S 在 2Fα 上有界。

又由引理 4，积分算子 T 在 ( )2 ,dnL αλ 上是紧算子。 

则对于任何  0r > ，定义在 ( )2 ,dnL αλ 上的算子 rT 如下： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, d

, dn

r zr

r z

T f z f SK K

f SK K

ω αω

ω α

ω λ ω

ω χ ω λ ω

<
=

=

∫

∫


 

其中 rχ 是空间{ }:n rω ω∈ < 的特征函数。由引理 3 得到 

( ) ( ) ( )2
, d dn n r zSK K zω α αχ ω λ λ ω < ∞∫ ∫

 

。 

因此，每个算子 rT 是 Hilbert-Schmidt。特别地，每个 rT 都是空间 ( )2 ,dnL αλ 上的紧算子。事实上，

令 r rD T T= − ，则 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1 , d

, d

r r zr

zr

D f z f SK K

f SK K

ω αω

ω αω

ω χ ω λ ω

ω λ ω

<

>

= −

=

∫

∫
 

于是，当 r →∞时，有 0rD → 。即 T 是紧算子。 

给定任何 0ε > ，选定一个正数 R，使得对任意 Rω > ，都有 1 pSω ε< 。根据引理 3，对任意的  r R>

都有 

( ) ( )2 2 2
4 21 , e , ,

z z n
r zSK K z

α σω ω

ωχ ω ε ω
+ − −

− ≤ ∈ 。 

我们只考虑 rω ≤ 和 rω > 这两种情况。从定理 7 的证明可以看岀，给定一个不依赖于 ε 和 r 的正数

C，使得对于任意的  r R> 都有 rD Cε≤ 。这表明当 r →∞时，有 0rD → 。 

回顾 zS 和 zU 的定义： 

1 1 , n
z z z z zS U SU U Sk z= = ∈  

因为每个 zU 都是 2Fα 上的单位算子，所以条件 1zS C≤ 和 zSk C≤ 是等价的。但是，当 2p ≠ 时， zU
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在 ( )2 ,dnL αλ 上不一定恒为单位算子。因此，我们很自然地考虑了条件 z pSk C≤ 。 

定理 9. 设 S 是 2Fα 上的线性算子，  2p > ，若存在正常数 C，使得对于任意的 nz∈ ，都有 z pSk C≤

和 z p
S k C∗ ≤ 。则 S 是 2Fα 上的 Hilbert-Schmidt。特别地，S 是紧算子。 

证明。通过引理 1，假设存在一个正常数 C，使得 

( )
2

4e , ,
z nSk C z

β

ω ω ω≤ ∈ ， 

其中
2
p
αβ α= < 。因为 ( )

2
4e , zSk z SK K
α ω

ω ω

−
≤ ，进一步有 

2 2
4 4, e , ,

z n
zSK K C z

α βω

ω ω
− +

≤ ∈                              (3) 

因为 z zS k Sk∗ = ，则对于 z p
S k∗ 同样有 

2 2
4 4, e , ,

z n
zSK K C z

α β ω

ω ω
+

≤ ∈                               (4) 

将不等式(3)和(4)相乘有 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
2 2 24 4 4, e e , ,

z z z n
zSK K C C z

α β α βω ω ω

ω ω
+

+ + + +
≤ = ∈  

两边开方得 

( )2 2
4, e , ,

z n
zSK K C z

δ ω

ω ω
+

≤ ∈ ， 

其中
4 4

α β αδ +
= < 。又因为有 

( )2 2 2
4 2, 1 e

z z

z pSK K S
α σω ω

ω ω

+ − −
≤ ， 

因此 

( ) ( )2
, d dn n zSK K zω α αλ ω λ < ∞∫ ∫

 

。 

于是积分算子 T，即 

( ) ( ) ( ), dn zTf z f SK Kω αω λ ω= ∫


 

是 ( )2 ,dnL αλ 上的 Hilbert-Schmidt。因为 S 是 T 在 2Fα 的限制，所以 S 也是 2Fα 上的 Hilbert-Schmidt。 
Toeplitz 算子的相关应用，在文献[2]中己经给岀了复平面 C 上的结果。在空间 n

 的应用可以 类似得

到同样的结果。有关算子的有界性或紧性的更多研究参看文献[3]-[9]。 
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