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摘  要 

本文在 ( ) ( )( ),p u q u 为局部的情况下考虑下列变量指数椭圆方程的存在性： 

( )( ) ( )( ) ( )



p u q udiv u u div u u f x x

u x

2 2 , ,

0, ,

− −− ∇ ∇ − ∇ ∇ = ∈Ω

= ∈∂Ω  
其中 ( )2d dΩ ⊂ ≥ 是一个光滑有界区域， ( )f x 是给定的函数并且 [ ), : 1,p q → +∞ 为变指数函数，利

用了扰动技术及不动点定理证明 ( ) ( )( ),p u q u -Laplacian方程在 ( ) ( )( ),p u q u 为局部的情况下弱解的存

在性。 
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Abstract 
In this paper, we consider the existence of the following variable exponent elliptic problem when 

( ) ( )( ),p u q u  is a local quantity: 
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( )( ) ( )( ) ( )



2 2 , ,

0, ,

p u q udiv u u div u u f x x

u x

− −− ∇ ∇ − ∇ ∇ = ∈Ω

= ∈∂Ω
 

where ( )2d dΩ ⊂ ≥  is a smooth bounded domain, ( )f x  is a given data, [ ), : 1,p q → +∞  are 

exponent functions. We obtain the existence of weak solution of ( ) ( )( ),p u q u -Laplacian, ( ) ( )( ),p u q u
 

is a local quantity by means of singular perturbation technique and Schauder fixed point theorem. 
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1. 绪论现状 

1.1. 研究背景及现状 

非线性偏微分方程的研究在很早之前就已经得到了广大学者的关注。特别是在数学、物理、化学等

学术领域中，非线性偏微分问题得到了广泛的应用。近些年来，关于 ( ) ( )( ),p x q x -Laplacian 问题解的存

在性、唯一性和正则性结果已经得到了大量完整的结论[1] [2] [3]。如今， ( )p u -Laplacian 问题在处理一

些全变分图像恢复问题、数学图像处理和计算视觉等方面有了进一步的深入研究[4] [5] [6]。这些变量指

数椭圆问题的解决，对数学学科以后的发展具有很大的影响。 
本文将在学者的基础上，深入探究 ( ) ( )( ),p u q u -Laplacian 问题在局部、非局部情况下解的存在性，

可以说 ( ) ( )( ),p u q u -Laplacian 为 ( ) ( )( ),p x q x -Laplacian 问题的自然拓展，考虑了一种新的变化图像能够

去噪的模型。 
近些年来，变量指数椭圆问题吸引了广大学者的关注。2010 年，Andreianov、Bendahmane 等[7]研究

了下列典型问题 

( )( ) ( )2 , ,

0, ,

p uu div u u f x x

u x

− − ∇ ∇ = ∈Ω

 = ∈∂Ω

                          (1.1) 

得到了方程(1.1)弱解的存在性。进一步，为了在 ( )1L Ω 中使得相关的解是保序且收缩的。2019 年，Chipot、
Oliverira [8]考虑了如下方程 

( )( ) ( )2 , ,

0, ,

p udiv u u f x x

u x

−− ∇ ∇ = ∈Ω

 = ∈Ω

                             (1.2) 

其中 ( )2d dΩ ⊂ ≥ 是一个光滑有界区域， ( )f x 是给定的函数并且 [ ), : 1,p q → +∞ 为变量指数函数，用小

扰动的方法证明了弱解的存在性。方程(1.2)的提出源于 Zhikov [9]介绍的 ( )p x -Laplacian 方程的拓展。在过去

的二十年里，人们对这一领域的兴趣主要来源于建模应用[10] [11]，例如热流体或电流变流体和图像复原[12]。 
2019 年，Chipot、Oliverira [8]研究了非局部情形下的方程 
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( )( )( ) ( )2 , ,

0, ,

p b udiv u u f x x

u x

−− ∇ ∇ = ∈Ω

 = ∈∂Ω

                            (1.3) 

其中 ( )f x 为给定的函数， [ ): 1,p → +∞ ， ( )1,
0:b W α Ω → 为非线性指数的函数，这里1 α< < ∞。在这

种情况下，给出映射 b 的一些合适的例子，例如 ( )b u u
α

= ∇ 或者对于 *q α≤ 且 *

1 1 1
dαα

= − ， ( ) qb u u= 。

通过 Schauder 不动点定理研究了其弱解的存在性问题。 

1.2. 预备知识 

这一部分介绍本文用到的数学符号和基础知识。 
变指数函数 p 由弱解 u 决定，而 u 最终取决于变量 x。p 可以写成可变指数 ( )h x ： ( ) ( )( )h x q u x= 。

这可以促使我们在指数可变的 Sobolev 空间中寻找方程的解。在过去的 20 年。函数空间的数学理论发展

得如此之快，以至于现在可以用这个理论来分析原方程。因此我们可利用具有可变指数的 Lebesgue 空间

及 Sobolev 空间的性质来解决问题[2] [10] [11]。符号“→”和“ w→”分别表示在相应空间中强收

敛和弱收敛。 
令 ( )ς Ω 表示所有 Lebesgue 可测函数 [ ): 1,h = Ω→ ∞ 的集合，并定义： 

( ) ( ): ess inf , : esssup
x x

h h x h h x− +∈Ω ∈Ω
= =  

其中 ( )h ς∈ Ω 。定义 ( ) ( )h xL Ω 为所有 Lebesgue 可测函数 :u Ω→ 的空间且满足， 

( ) ( ) ( ) ( ): d
h x

h x u u x xρ
Ω

= < ∞∫  

其对应 Luxembourg 范数为 ( ) ( ): inf 0 : 1h xh x

uu λ ρ
λ

  = > ≤  
  

， ( ) ( )h xL Ω 为巴拿赫空间。 

若对任意的 ,h h− + 满足 

1 h h− +≤ ≤ < ∞                                       (1.4) 

则 ( ) ( )h xL Ω 是可分的，且 ( )0C∞ Ω 在 ( ) ( )h xL Ω 中稠密。同时， ( ) ( ) ( )h xL L∞ Ω Ω 在 ( ) ( )h xL Ω 中也稠密。 
若对任意的 ,h h− + 满足 

1 ,h h− +< ≤ < ∞                                       (1.5) 

则 ( ) ( )h xL Ω 是自反的。在方程(1.5)成立的情况下，定义 ( ) ( )h xL ′ Ω 为 ( ) ( )h xL Ω 的对偶空间，其中 ( )h x′ 为 ( )h x

的 Holder 共轭，且两者满足
( ) ( )
1 1 1

h x h x
+ =

′
。 

从 ,h h− + 的定义及方程(1.5)中，我们可以得到 

( ) ( ) ( )ess inf esssup ,
x x

h x h x h−∈Ω ∈Ω
′′ ≤ ≤ < ∞  

同时，从 ( ) ( )h xL Ω 空间及其范数的定义可知，若方程(1.5)成立，则满足 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }min , max , ,h h h h
hh x h x h x h xu u u u uρ− + − +
⋅≤ ≤  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

min , max , ,h h h h
h x h x h x h xh xu u u u uρ ρ ρ ρ− + − +

   ≤ ≤   
   

 

同时，利用这两个方程，我们可以得到 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1,h h
h xh x h xu u uρ− +− ≤ ≤ +                                 (1.6) 

Young 不等式：对任意的 ( ) ( )h xu L∈ Ω ， ( ) ( )h xv L ′∈ Ω 及正常数 ( )C δ ，任意的 0δ > 都有 
( )

( ) ( )
( )

( )
,

h x h xu v
uv C

h x h x
δ δ

′

≤ +
′

 

Holder 不等式：对任意的 ( ) ( )h xu L∈ Ω ， ( ) ( )h xv L ′∈ Ω ，都有 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1d 2h x h x h x h xuv x u v u v
h h ′ ′Ω
− +

 
≤ + ≤ 
 

∫                        (1.7) 

同时，若方程(1.7)成立，则对 h 满足方程(1.4)且对有界区域Ω，都有 ( ) ( )h xL Ω 连续嵌入到 ( ) ( )rL ⋅ Ω 中，其

中 ( ) ( )h x r x≥ 对几乎处处的 x∈Ω都成立。 

假设对任意的 { }1, ,i d∈  都有弱导数
i

u
x
∂
∂

，定义空间 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, : : ,h x h x h xW u L u LΩ = ∈ Ω ∇ ∈ Ω  

其对应范数 ( ) ( ) ( )1, :h x h x h xu u u= + ∇ 。 

若方程(1.4)成立，则 ( ) ( )1,h xW Ω 可分；若方程(1.5)成立，则 ( ) ( )1,h xW Ω 自反，同时当 ( ) ( )h x r x≥ 对几

乎处处的 x∈Ω，都有 ( ) ( )1,h xW Ω 连续嵌入到 ( ) ( )1,r xW Ω 成立。定义空间 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1,1

0 0: :h x h xW u W u LΩ = ∈ Ω ∇ ∈ Ω ，其对应范数为 1, ( )
0 ( ) 1 ( )

: +h xW h x
u u u

Ω
= ∇ ，若 ( )h C∈ Ω ，则

( ) ( )1,
0

h xW Ω 的范数等价于 ( )h xu∇ 。 

不同于经典 Sobolev 空间，在空间 ( ) ( )1,
0

h xW Ω 中，光滑函数不一定是稠密的。故定义 ( ) ( )1,
0

h xH Ω 为范

数 ( ) ( ) ( )1, :h x h x h xu u u= + ∇ 定义下 ( )0C∞ Ω 的闭包，且满足 ( ) ( ) ( ) ( )1, 1,
0 0

h x h xH WΩ Ω 。 

若Ω为有界区域，∂Ω为 Lipschitz 连续，且 h 满足局部 Holder 连续，则 ( )0C∞ Ω 在 ( ) ( )1,
0

h xW Ω 中稠密。 
局部 Holder 连续：若满足 

( ) ( ) 10 : , ,
21ln

CC h x h y x y x y

x y

∃ > − ≤ ∀ ∈Ω − <
 
  − 

                     (1.8) 

则 h 为局部 Holder 连续。也就是 

( ) ( ) ( ) , ,h x h y x y x yω− ≤ − ∀ ∈Ω  

其中 :ω + +→  且定义为 ( ) :
1ln

Ct

t

ω =
 
 
 

对
1
2

t < 为连续递增的函数，使得 ( )
0

lim 0
t

tω
+→

= 。若方程(1.8)成立，

则 ( ) ( ) ( ) ( )1, 1,
0 0

h x h xH WΩ = Ω 。特别的，若对 ( )0,1λ ∈ 有 ( )0,h C λ∈ Ω ，则 h 为局部 Holder 连续。 

局部 Holder 连续的性质对变量指数 Sobolev 空间中建立 Sobolev 不等式是非常重要。定义 ( )h x 的点

态 Sobolev 共轭为： 

( )
( )
( ) ( )

( )

if
:

if

dh x
h x d

d h xh x
h x d

∗


< −= 

∞ ≥
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若在 Ω 中 h 为可测函数满足 1 h h d− +≤ ≤ < 且方程 (1.8)，则有 ( ) ( )h x h xu C u∗ ≤ ∇ ，对任意的

( ) ( )1,
0

h xu W∈ Ω ，其中正常数 C 取决于 h+ ，d 及方程(1.8)。另一方面，若 h 满足方程(1.8)且 h d− > ，则有

( )h xu C u
∞
≤ ∇ ，对任意的 ( ) ( )1,

0
h xu W∈ Ω 都成立，其中正常数 C 取决于 h+ ，d 及方程(1.8)。 

引理 1.3.1 [13]假设对几乎处处的 x∈Ω，常数α 和 β ，以及任意的 n∈，满足以下条件： 
i) ( )1 nq xα β< ≤ ≤ < ∞； 
ii) 当 n →∞时，在Ω中有 nq q→ ； 
iii) 当 n →∞时，在 ( )1 dL Ω 中 nu∇ 弱收敛于 u∇ ； 

iv) 对常数 C 有
( )

1

nq xu C∇ ≤ ； 

则有 
( ) ( ) ,dqu L ⋅∇ ∈ Ω                                       (1.9) 

( ) ( )lim inf d d ,nq x q x
nn

u x u x
Ω Ω→∞
∇ ≥ ∇∫ ∫                              (1.10) 

证明：由 Young 不等式得：对 , da b∈ ，1 q< < ∞及
1 1 1
q q
+ =
′

，有 

,
q q q

q
q q
q q

a b b
a b a b a

q
q q q

ε

ε

′ ′

′ ′⋅ ≤ ≤ + ≤ +

′ ′⋅

 

得到 

,
q

q
q
q

b
a b a

q q

′

′⋅ − ≤

′

                                    (1.11) 

令 b 为 ( )dL∞ Ω 中的函数， na u= ∇ ， nq q= 代入方程(1.11)，由假设 i)得到 

( )

( ) ( )
( )
( )

( )d d ,
n

n

n

n

q x
q x

n nq x
q xn n

b
u b x u x

q x q x

′

′Ω Ω

 
 ∇ ⋅ − ≤ ∇ 
 ′ 

∫ ∫                         (1.12) 

由假设 ii) iii)，使得方程(1.12)中取极限 n →∞时 

( )

( ) ( )
( )
( )

( ) ,lim d lim d
n

n

n

n

q x
q x

n nq xn n
q xn n

b
u b x u x

q x q x

′

′Ω Ω→∞ →∞

 
 ∇ ⋅ − ≤ ∇ 
 ′ 

∫ ∫  

( )

( ) ( )
( )
( )

( )lim d d ,
n

n

n

n

q x
q x

n q xn
q xn n

b
u b x u x

q x q x

′

′Ω Ω→∞

 
 ∇ ⋅ − ≤ ∇ 
 ′ 

∫ ∫  

得 

( )

( ) ( )
( )
( )

( )d lim ,inf dn

q x
q x

q x n
q x

b
u b x u x L

q x q x

′

′Ω Ω→∞

 
 ∇ ⋅ − ≤ ∇ = 
 ′ 

∫ ∫                      (1.13) 

令 ( ) ( )
1

1: q x
k

ub q x u
u

′ −∇
= ∇
∇

，这里 { }: min ,u v u v∧ = ，即 { }: min ,ku u k u k∇ = ∇ ∧ = ∇ ， 
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代入上式 

( )

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
( )
( ) ( )

( )

1
1

1
1

1
1 1

d

d

,d

q x

q x
q x

q x
k

q x
k q x

q x

q x
q x q x
k k

b
u b x

q x q x

u q x u
uuu q x u x

u q x q x

q x
u q x u u x

q x

′

′Ω

′ −

′ −
′Ω

′
′ ′− −

Ω

 
 ∇ ⋅ − 
 ′ 

 ∇ ∇
∇ ∇ = ∇ ⋅ ∇ −

∇ ′ 
 
 

 
 = ∇ ∇ − ∇

′ 
 

∫

∫

∫

 

所以 

( ) ( )
( )
( ) ( )

( )

1
1 1 ,d

q x
q x q x
k k

q x
u q x u u x L

q x

′
′ ′− −

Ω

 
 ∇ ∇ − ∇ ≤

′ 
 

∫  

当 u k∇ ≥ 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 11

1 11 1 ,q x q xq x q x
k k ku q x u k q x u q x k u q x u

+
′ ′′ ′− −− −∇ ∇ = < ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇  

当 u k∇ ≤ 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1 1

1( ) 1 1 1 = ,q xq x q x q x
k k ku q x u u q x u u q x u u q x u ′ −′ − ′ ′− −∇ ∇ = ∇ ∇ < ∇ ∇ ∇ ⋅ ∇  

所以，得到 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 ,q x q x
k k ku q x u u q x u′ ′− −∇ ∇ ≤ ∇ ⋅ ∇  

故 

( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

1
1 1

11
1 1

1

1

d
( )

( ) d

d

d d ,

q x
q x q x

k k k

q x
q x q x

k k

q x
q x
k

q x
q xq x

k k

q x
u q x u u x

q x

q x
u q x u x

q x

q x
u q x x

q x

u x u x L

′
′ ′− −

Ω

′
+

′ ′− −

Ω

′
′ −

Ω

′
′ −

Ω Ω

 
 ∇ ∇ − ∇

′ 
 

 
 = ∇ − ∇

′ 
 

  
 = ∇ −  ′   

= ∇ = ∇ ≤

∫

∫

∫

∫ ∫

 

令 k →∞，则 
( ) ( )d lim inf d ,nq xq x

n
u x u x

Ω Ω→∞
∇ ≤ ∇∫ ∫  
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由 iv)，得
( )

1

nq x
nu C∇ ≤ ，即 

( ) d ,nq x
nu x C

Ω
∇ ≤∫  

继而得到 
( ) d .q xu x C

Ω
∇ ≤∫  

2. 局部问题解的存在性 

2.1. 引言 

本章研究在 ( ) ( )( ),p u q u 为局部情况时，如下变量指数椭圆方程： 

( )( ) ( )( ) ( )2 2 , ,

0 ,

p u q udiv u u div u u f x x

u x

− −− ∇ ∇ − ∇ ∇ = ∈Ω

 = ∈∂Ω ，

                     (2.1) 

其中 ( )2d dΩ ⊂ ≥ 是一个光滑有界区域， ( )f x 是给定的函数并且 [ ), : 1,p q → +∞ 为变量指数函数。利

用奇异摄动技术和 Schauder 不动点定理证明了局部问题(2.1)的弱解的存在性。 

2.2. 准备知识 

首先定义方程(2.1)弱解的集合如下： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1,1
0 0: : d .p up uW u W u x

Ω
Ω = ∈ Ω ∇ < ∞∫  

若 ( )1 p u< < ∞，对所有的 u∈，则这个集合为 Banach 空间。 
范数 ( ) ( )1,

0
pWu ⋅ Ω

定义为： 

( ) ( ) ( )1,
0 1: .pW pu u u⋅ Ω ⋅

= +  

同时，若 ( ) ( )p u C∈ Ω ，则范数等同于 ( )p uu 。另外，若对于常数α ，满足 1p α≥ > ，p 连续，则由

方程(1.8)可知， ( ) ( )1,
0

p uW Ω 是 ( )1,
0W α Ω 的闭子集，且 ( ) ( )1,

0
p uW Ω 是可分的和自反的。 

另外，对1 γ< < ∞，定义 ( )1,W γ ′− Ω 为 ( )1,
0W γ Ω 的对偶空间。 

2.3. 主要结论 

这一部分，简述本章的主要结论。 
定义 2.3.1 假设方程(2.1)中的 ,p q 连续，且满足对任意 u∈，α 和 β 为常数，有 

( ) ( )1 ,q u p uα β< ≤ < ≤ < ∞  

且 f 满足 ( )1,f W α ′−∈ Ω 。若 u 满足 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1, 1,
0 0

2 2 1, 1,
0 0

,

d d , , ,

p u q u

p u q u p u q u

u W W

u u v x u u v x f v v W W− −

Ω Ω

 ∈ Ω Ω


∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇ = ∀ ∈ Ω Ω∫ ∫





 

则 ( ) ( ) ( ) ( )( )1, 1,
0 0

p u q uu W W∈ Ω Ω 为方程(2.1)的弱解。 

其中 ,⋅ ⋅ 为 ( ) ( ) ( ) ( )( )1, 1,
0 0

p u q uW W ′Ω Ω 与 ( ) ( ) ( ) ( )( )1, 1,
0 0

p u q uW WΩ Ω 的内积。 

https://doi.org/10.12677/pm.2021.114072


李燕茹 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.114072 593 理论数学 
 

定理 2.3.2 令 ( )2d dΩ ⊂ ≥ 为有界区域，且边界 ∂Ω满足 Lipschitz 连续。同时，假设 , :p q → 为

Lipschitz 连续函数，对任意 u∈，有 

( ) ( ) ,d q u p uα β< ≤ < ≤ < ∞                                 (2.2) 

且 f 满足 ( )1,f W α ′−∈ Ω ，则方程(2.1)至少有一个弱解。 

2.4. 局部问题解的存在性 

首先，考虑以下方程：对任意 0ε > ，有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 , ,

0, ,

p u q udiv u u div u u div u u f x x

u x

βε− − −− ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇ ∇ = ∈Ω

 = ∈∂Ω

             (2.3) 

这里 β 为方程(2.2)的常数。接下来，我们给出方程(2.3)弱解的定义。 
定义 2.4.1 假设 , :p q → 为Lipschitz连续函数，且满足方程(2.2)，若 u满足对任意的 ( )1,

0v W β∈ Ω ，

有 

( )
( ) ( )

1,
0

2 2 2d d , ,p u q u

u W

u u vdx u u v x u u v x f v

β

βε− − −

Ω Ω Ω

 ∈ Ω


∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇ =∫ ∫ ∫
 

则 u 为方程(2.3)的弱解。 
其中 ,⋅ ⋅ 为 ( )1,W α ′− Ω 和 ( )1,

0W α Ω 的内积。 

引理 2.4.1 假设 , :p q → 为 Lipschitz 连续函数，且满足方程(2.2)，f 满足 ( )1,f W α ′−∈ Ω ，则方程

(2.3)存在一个弱解 uε 。 
证明：给定 ( )2Lω∈ Ω 。由方程(2.2)及 f 的假设条件，可得对几乎处处的 x∈Ω，有 

( ) ( ) ,d q pα ω ω β< ≤ ≤ ≤ < ∞                                 (2.4) 

且 

( ) ( )1, 1, .f W Wα β′ ′− −∈ Ω ⊂ Ω  

因此固定 ( )2Lω∈ Ω ，由算子的单调性，可知方程对任意的 ( )1,
0v W β∈ Ω  

( )
( ) ( )

1,
0

2 2 2

,

d d d , ,p q

u W

u u v x u u v x u u v x f v

β

ω ω βε− − −

Ω Ω Ω

 ∈ Ω


∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇ =∫ ∫ ∫
             (2.5) 

存在唯一弱解 u uω= 。将 v u= 代入上式，利用 Holder 不等式，得 
( ) ( )

1,d d d ,p pu x u x u x f u C uω ω β

α α β
ε ′−Ω Ω Ω

∇ + ∇ + ∇ ≤ ∇ ≤ ∇∫ ∫ ∫  

其中正常数 ( ), , ,C C fα β= Ω 。因此，若对 0ε > ， β 为方程(2.2)中的上常数，则得到 

,u C
β

∇ ≤                                         (2.6) 

其中正常数 ( ), , , ,C C fα β ε= Ω ，与 w 无关。 
并且，由 2dβ > ≥ ，可知 ( )1,

0W β Ω 紧嵌入 ( )2L Ω 中，即得 2 2wu u C= ≤ ，其中正常数

( ), , , , ,C C f dα β ε= Ω 与 w 无关。因此，考虑映射 : wB w u T∈ ，其中 w T∈ 及 ( ){ }2
2: :T v L v C= ∈ Ω ≤ ，

下面证明映射 B 是连续的： 
事实上，假设{ }nw 为 ( )2L Ω 中的序列，使得 
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在 ( )2L Ω 中，当 n →∞，有 

,nw w→                                          (2.7) 

当 n →∞时，在Ω中几乎处处有 

,nw w→                                          (2.8) 

对 n∈，令{ }nu 为方程组(2.5)的解，且令 nw w= ，也就是满足对任意 ( )1,
0v W β∈ Ω ， 

( )
( ) ( )

1,
0

2 2 2

,

d d d , ,n n

n

p w q w
n n n n n n

u W

u u v x u u v x u u v x f v

β

βε− − −

Ω Ω Ω

 ∈ Ω


∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇ =∫ ∫ ∫
          (2.9) 

结合方程(2.6)，可得到 nu C
β

∇ ≤ ，其中 C 不依赖于 n。 

因此，由 ( )1,
0W β Ω 的自反性，这里我们将序列记作{ }nu ，可知存在 ( )1,

0u W β∈ Ω 使得 
在 ( )1,

0W β Ω 中，当 n →∞时，有 

,w
nu u→                                        (2.10) 

在 ( )2L Ω 中，当 n →∞时，有 

,nu u→                                         (2.11) 

考虑到方程组(2.9)的第二行，可得对任意的 ( )1,
0v W β∈ Ω  

( ) ( )( )2 2 2 d , ,n np w q w
n n n n n nu u u u u u v x f vβε− − −

Ω
∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ =∫                 (2.12) 

由单调性，可得对任意的 ( )1,
0v W β∈ Ω  

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2

d

d 0.

n n

n n

p w q w
n n n n n n n

p w q w
n

u u u u u u u v x

v v v v v v u v x

β

β

ε

ε

− − −

Ω

− − −

Ω

∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ −

− ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ − ≥

∫

∫
                 (2.13) 

将 nv u v= − 代入方程(2.12)，并且利用方程(2.13)，可知对 ( )1,
0v W β∀ ∈ Ω ，有 

( ) ( )( ) ( )2 2 2, d 0,n np w q w
n nf u v v v v v v v u v xβε− − −

Ω
− − ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ − ≥∫              (2.14) 

根据 ,p q 的假设及勒贝格定理可知对任意的 ( )1,
0v W β∈ Ω  

在 ( )dLβ ′ Ω 中，当 n →∞时，有 
( ) ( )2 2 ,n np w p wv v v v− −∇ ∇ → ∇ ∇                                (2.15) 

在 ( )dLβ ′ Ω 中，当 n →∞时，有
( ) ( )2 2n nq w q wv v v v− −∇ ∇ → ∇ ∇ 。 

利用方程(2.10)和方程(2.15)，在方程(2.14)中取极限，即 n →∞，则对任意的 ( )1,
0v W β∈ Ω ，有 

( ) ( )( ) ( )2 2 2, d 0,n np w q wf u v v v v v v v u v xβε− − −

Ω
− − ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ − ≥∫               (2.16) 

令 v u zδ=  ，其中 ( )1,
0z W β∈ Ω ， 0δ > 。由方程(2.16)，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
, d 0.

p w q w
f z u z u z u z u z u z u z z x

β
δ δ δ δ ε δ δ

− − −

Ω
 ± − ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ ≥  ∫        

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
, d 0

p w q w
f z u z u z u z u z u z u z z x

β
δ δ δ δ ε δ δ

− − −

Ω
− ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ =∫        
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上式中，令 0δ → ，则容易得到任意的 ( )1,
0z W β∈ Ω ，有 

( ) ( )( )2 2 2 d , ,p w q wu u u u u u z x f zβε− − −

Ω
∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ =∫  

即由唯一性可知 wu u= 。故由方程(2.11)可知，在 ( )2L Ω ，当 n →∞时，
nwu u→ 。 

由极限的唯一性可得，在 ( )2L Ω ，当 n →∞时，
nw wu u→ 。 

所以 ww T u T∈ ∈ 是连续的。 
因此，有 Schauder 不动点定理，映射 B 有唯一的不动点，故引理 2.4.1 成立。 
定理 2.3.2 的证明。由引理 2.4.1，可得对任意的 0ε > ，存在 ( )1,

0u W β
ε ∈ Ω ，有任意的 ( )1,

0v W β∈ Ω 满

足 
( ) ( )2 2 2d d d , ,p u q uu u v x u u v x u u v x f vε ε β

ε ε ε ε ε εε− − −

Ω Ω Ω
∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇ =∫ ∫ ∫          (2.17) 

且对任意的 n∈几乎处处的 x∈Ω，有 

( ) ( ) .d q u p uε εα β< ≤ < ≤  

令 v uε= 代入方程(2.17)，得 
( ) ( )d d , ,p u q uu x u x u f uε ε β

ε ε ε εβ
ε

Ω Ω
∇ + ∇ + ∇ =∫ ∫                       (2.18) 

根据方程(1.6)，得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
11

1 d 1 ,h hh
hhu u u xρ −−

⋅
⋅⋅ Ω

≤ + = ∇ +∫  

因此由 Holder 不等式(1.7)得 

( )

( )( ) ( )

( )( )

1

d 1d

d 1

d 1 ,

p u

p up u

p u

u x u x C u

C u x

C u x

ε

ε
ε

ε

α α α
ε ε ε

α

αε

ε

−

Ω Ω

 
  
 Ω

Ω

∇ = ∇ ⋅ ≤ ∇

≤ ∇ +

≤ ∇ +

∫ ∫

∫

∫

                          (2.19) 

这里 ( ), ,C C α β= Ω 。因此有 

( )( )

1, 1,

1,
1

1,

,

d 1p u

f u f u

f u

C f u xε

ε εα α

εα α

α
εα

′−

′−

′− Ω

≤

= ∇

≤ ∇ +∫

                            (2.20) 

由杨不等式，可知 

( )( ) ( )
1

1
1, 1,

1 1 1d 1 d ,
p up uf u x f u xεε

α
α α

ε εα α

α
α α α

−
′ ′− −Ω Ω

−
∇ + ≤ + ∇ +∫ ∫  

结合方程(2.18)和方程(2.20)，得到 

( ) ( ) ( )1
1,

1 1 1d d d ,p u q u q uu x u x u f u xε ε ε
α

β α
ε ε ε εαβ

αε
α α α

−
′−Ω Ω Ω

−
∇ + ∇ + ∇ ≤ + ∇ +∫ ∫ ∫  

( ) ( ) 1
1,

1 1 11 d d ,p u q uu x u x u fε ε
α

β α
ε ε ε αβ

αε
α α α

−
′−Ω Ω

− − ∇ + ∇ + ∇ ≤ + 
  ∫ ∫  
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由
11 1
α

− < ，得 

( ) ( ) 1
1,

1 1 1 1 11 d 1 d 1 ,p u q uu x u x u fε ε
α

β α
ε ε ε αβ

αε
α α α α α

−
′−Ω Ω

−     − ∇ + − ∇ + − ∇ ≤ +     
     ∫ ∫  

( ) ( ) 1
1,

1 1 11 d d ,p u q uu x u x u fε ε
α

β α
ε ε ε αβ

αε
α α α

−
′−Ω Ω

−   − ∇ + ∇ + ∇ ≤ +     ∫ ∫  

方程两边同时除以
11
α

 − 
 

，得 

( ) ( ) 1
1,

1d d ,
1

p u q uu x u x u fε ε
α

β α
ε ε ε αβ

ε
α

−
′−Ω Ω

∇ + ∇ + ∇ ≤ +
−∫ ∫  

因此，由 1,f
α ′−
的有界性，得 

( ) ( )d d ,p u q uu x u x u Cε ε β
ε ε ε β

ε
Ω Ω
∇ + ∇ + ∇ ≤∫ ∫                          (2.21) 

这里常数 C 不依赖于 ε 。方程(2.19)有 
( )( ) ( ) ( )( )d d 1 d d 1p u p u q uu x C u x C u x u x u Cε ε εα β

ε ε ε ε ε β
ε

Ω Ω Ω Ω
∇ ≤ ∇ + ≤ ∇ + ∇ + ∇ + ≤∫ ∫ ∫ ∫  

从而得到 

u Cε α
∇ ≤                                        (2.22) 

这里常数 C 不依赖于 ε 。由于 ( )1,
0W α Ω 紧嵌入 ( )2L Ω ，表明对于序列{ }nu ，这里存在 ( )1,

0u W α∈ Ω ，

使得 
在 ( )1,

0W α Ω 中，当 n →∞时， 

n

wu uε → ，                                       (2.23) 

在 ( )dLα Ω 中，当 n →∞时， 

n

wu uε∇ →∇ ，                                      (2.24) 

在 ( )2L Ω 中，当 n →∞时，
n

u uε → 。 
在Ω中，当 n →∞时，几乎处处有 

,
n

u uε →                                         (2.25) 

根据方程(2.2)和 ,p q 的假设，得 ( )p u ， ( )q u 为 Holder 连续。利用方程(2.25)，得到当 n →∞时 

( ) ( ) ,
n

p u p uε →                                      (2.26) 

( ) ( ) ,
n

q u q uε →                                      (2.27) 

和 

( ) ( ) ,d q u q uε εα β< ≤ < ≤ < ∞                                (2.28) 

在方程(2.21)中，令
n

u uε ε= ，结合方程(2.21)，(2.24)，(2.26)，(2.27)和(2.28)，由引理 1.3.1 可得
( ) ( )1,

0
p uu W∈ Ω 和 ( ) ( )1,

0
q uu W∈ Ω  

因此可得 
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( ) ( ) ( ) ( )1, 1,
0 0

p u q uu W W∈ Ω Ω                                  (2.29) 

在方程(2.17)中，令
n

u uε ε= 和
n

v u vε= − ，得到对于任意的 ( )1,
0v W β∈ Ω ，有 

( ) ( ) ( )2 2 2
d , ,n n

n n n n n n n n

p u q u

nu u u u u u u v x f u vε ε β

ε ε ε ε ε ε ε εε
− − −

Ω

 ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ − = − 
 ∫       (2.30) 

且有单调性，可得对任意的 ( )0v C∞∈ Ω ，有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2

d

d 0

n n

n n n n n n n

n n
n

p u q u

n

p u q u
n

u u u u u u u v x

v v v v v v u v x

ε ε

ε ε

β

ε ε ε ε ε ε ε

β
ε

ε

ε

− − −

Ω

− − −

Ω

 ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ − 
 

− ∇ ∇ + ∇ ∇ + ∇ ∇ ⋅∇ − ≥

∫

∫
            (2.31) 

将方程(2.30)代入方程(2.31)，得到对任意的 ( )0v C∞∈ Ω  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2 2

, d

d d 0

n
n n

n
n n

p u

q u
n

f u v v v u v x

v v u v x v v u v x

ε

ε

ε ε

β
ε εε

−

Ω

− −

Ω Ω

− − ∇ ∇ ⋅∇ −

− ∇ ∇ ⋅∇ − − ∇ ∇ ⋅∇ − ≥

∫

∫ ∫
                (2.32) 

结合方程(2.15)和方程(2.25)，可得对于任意一个 v，在 ( )dLα′ Ω 中，当 n →∞时，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2,n np u p u q u q uv v v v v v v vε ε− − − −∇ ∇ → ∇ ∇ ∇ ∇ → ∇ ∇                    (2.33) 

结合方程(2.22)，(2.23)和方程(2.33)，在方程(2.32)中取极限 n →∞，得到对任意的 ( )0v C∞∈ Ω ，有 
( ) ( ) ( ) ( )2 2, d d 0p u q uf u v v v u v x v v u v x− −

Ω Ω
− − ∇ ∇ ⋅∇ − − ∇ ∇ ⋅∇ − ≥∫ ∫                (2.34) 

根据方程 (2.2)和 ,p q 的假设， ( )p u 和 ( )q u 为 Holder 连续函数，因为稠密性，得 ( )0C∞ Ω 在

( ) ( ) ( ) ( )( )1, 1,
0 0

p u q uW WΩ Ω 中稠密，进一步得到对 ( ) ( ) ( ) ( )( )1, 1,
0 0

p u q uv W W∈ Ω Ω  

( ) ( ) ( ) ( )2 2, d d 0,p u q uf u v v v u v x v v u v x− −

Ω Ω
− − ∇ ∇ ⋅∇ − − ∇ ∇ ⋅∇ − ≥∫ ∫               (2.35) 

此外在方程(2.35)中令 v u zδ=  ，这里 ( ) ( ) ( ) ( )( )1, 1,
0 0

p u q uz W W∈ Ω Ω ， 0δ > ，得 

( ) ( )( )2 2, d d 0,p u q uf z u u z x u u z x− −

Ω Ω
± − ∇ ∇ ⋅∇ − ∇ ∇ ⋅∇ ≥∫ ∫  

因此 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 1, 1,

0 0d d , , ,p u q u p u q uu u z x u u z x f z z W W− −

Ω Ω
∇ ∇ ⋅∇ + ∇ ∇ ⋅∇ = ∀ ∈ Ω Ω∫ ∫   

结合方程(2.29)可知，定理 2.3.2 成立。 
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