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摘  要 

极限是数学分析的基础，在数学分析中的连续、可导、微分、定积分、广义积分、级数以及多元函数的

积分和微分中等都是运用极限的观点和定义并讨论的。可以说极限论是初等数学和高等数学的分水岭。

因此在许多学校的研究生入学考试中求极限问题成了必考题。本篇文章介绍的是几种常见的求极限的计

算方法，并通过实例进行分析。 
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Abstract 
Limit is the basis of mathematical analysis. In the mathematical analysis, the continuity, derivabil-
ity, differentiation, definite integral, generalized integral, series and the integration and differen-
tiation of multivariate functions are all discussed by using the point of view and definition of limit. 
It can be said that limit theory is the watershed between elementary mathematics and advanced 
mathematics. Therefore, in the graduate student entrance examination in many schools, seeking 
the limit becomes the basic question that must take an examination. This article is introduced 
several kinds of common limit calculation method through the example to analyze. 
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1. 引言 

19 世纪建立的极限理论奠定了微积分的基础[1]，使数学这门古老的学科有了质的飞跃，由此建立起

来的理论及其应用开创了一个崭新的数学时代。但是对于数列及函数极限的求解问题，看似简单，但实

则方法过于多种多样，往往就是一个比较难一点的极限问题，就会导致学者因选错方法而浪费大量的时

间或者根本做不出来。因此本文针对求极限的方法进行总结归纳，给学者梳理出了一些求极限的方法。 

2. 利用几种已知公式求极限 

2.1. 和差化积公式积化和差公式 

解题思路：此方法一般求解的比较简单的极限，比较明显的是两个三角函数相减或相乘的形式。 
例 1.1 求极限 ( )sin 1 silim nx x x→∞ + −  

解：由积化和差公式 ( ) ( )1 1sin sin 2sin cos
2 2

α β α β α β− = − + 有 

1 1sin 1 sin 2 cos sin
2 2

x x x xx x + + + −
+ − = ，又因为 sin x x≤ ，所以有 

1 12 cos sin 1 0
2 2

x x x x x x+ + + −
≤ + − → 。 

故 ( )sin 1 s ni 0l m ix x x→∞ − − = 。 

2.2. 伯努利不等式 

已知实数 1x > − ，当 1n ≥ 时，有 ( )1 1nx nx+ ≥ + ； 
当 0 1n≤ ≤ ，有 ( )1 1nx nx+ ≤ + 。 

解题思路：此种类型一般是在求解极限的过程中，所以在这里就不举例说明。 

2.3. 泰勒公式[2] 

( )
2

1
1! 2! !

n
x nx x xe o x

n
= + + + + + . 

( ) ( ) ( )
3 2 1

2 2sin 1
3! 2 1 !

n
n nx xx x o x

n

+
+= − + + − +

+
 . 

( ) ( ) ( )
2 2

2 1cos 1 1
2! 2 !

n
n nx xx o x

n
+= − + + − + . 

( ) ( ) ( )12 31 1ln 1 1
2 3

n
n nxx x x x o x

n
−+ = − + + + − + . 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 1

1 1
2! !

n
nx n x

x x o x
n

α α α α α α
α

− − − +
+ = + + + + +



 . 

解题思路：对于
0
0
型不定式中，如果运用洛必达则比较麻烦。此类题目比较明显的特征是含有 xe ，

sin x ， cos x， ( )ln 1 x+ 等混在一起的混合运算，此类题大多数是用洛必达做不出来的，而用泰勒公式进

行简单的替换就很容易求出来的。 

例 1.3 求极限
( )

0 3

sin 1
lim

x

x
e x x x

x→

− +
 

解：由泰勒公式展开到第三项得： 

( ) ( ) ( ) ( )
3

2 3 3

0 0 03 3 3lim lim
1sin 1 1 13

3 3
lim

x

x x x

xx x o x x xe x x x o x
x x x→ → →

+ + + − +  − +
 = + =
 
 

=  

3. 利用洛必达法则求极限[3] 
定理：对在数列 nx 与 ny 间有一定关系的商的极限，我们可以用序列的洛比达法则。满足 

1) 1n ny y+ > ； 
2) limn ny→∞ = ∞； 

3) 1

1

lim limn n n
n n

n n n

x x x
y y y

+
→∞ →∞

+

−
=

−
。 

解题思路：此种解题方法适用于
∞
∞

、
0
0
形式的极限求法。 

例题 2.1 求极限 2l m lni n
n

n→∞  

令 lnnx n= ， 2
ny n= ，满足洛必达法则的条件，则有 ( )1 ln 1 lnn nx x n n+ − = + − ， 1 2 1n ny y n+ − = + ，于

是
( )

2lim li
ln 1 lnln 0m

2 1n n
n nn

nn→∞ →∞

+ −
= =

+
。 

4. 利用单调有界性求极限 
单调有界定理[3]：在实数系中，有界的单调数列必有极限。 
有上界的递增数列必有极限，有下界的递减数列必有极限。 

解题思路：可以用 1n na a −− 与 0 的关系来判断其增减性，或者根据
1

n

n

a
a −

与 1 的关系来判断其增减性。 

例题 3.1 求极限 3im 3 3l n→∞   

解：设数列{ } 3 3 3nx =  ，则有1 nx< ，根据 1 3 3x = < ，假设 3nx < ，则 

1 3 3 3 3n nx x+ = < × = ，由归纳假设知数列{ }nx 有上界，又因为 1 3n nx x+ = ， 1 3 3 1nn

n n n

xx
x x x
+ = = > 所以

数列{ }nx 单调递增。根据单调有界原理知数列{ }nx 收敛。令 limn nx x→∞ = ，则有 0 3x≤ ≤ 。根据题意有

3x x= ，解得 3x = ，故 3l 3im 3 3n→∞ = 。 

5. 利用迫敛性(两边夹定理)求极限 

迫敛性[3]：设收敛数列{ }na ，{ }nb 都是以 a 为极限，则数列{ }nc 满足，存在正数 0N ，当 0n N> 时
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有 n n na c b≤ ≤ ，则数列{ }nc 收敛，且满足 limn nc a→∞ = 。 
解题思路：一般适用于较复杂的通项。首先要把从 nx 的表达式写出来，然后通过放缩法找到两个有

相同极限值的数列。 

例题 4.1 求极限 ( ) 2
1

l !im nn n→∞  

解：因为 ( ) ( ) 22

111
1 ! 1n nnnn n n≤ ≤ = → 。由迫敛性得 ( ) 2

1
! 1lim nn n→∞ = 。 

6. 利用积分法求极限[4] 

解题思路：有些数列通项中含有 !n 的数列，极限很难直接利用一些公式去求，但是如果能转化成定

积分形式的话，计算就相对比教简单了。 

例题 5.1 求极限
( )

lim 1 1 1
1 1n n n n n→∞

 
+ +  + + + 

  

解：因为
( )

1 1 1 1 1 1
1 1 1 2

lim limn nn n n n n n n n→∞ →∞

   + + = + +    + + + + + +  
   

1

1 0

1 1 1 1 1 1 d ln 21 2 11 1 1
lim l m

1
i i n

n n i

x
n in n x

n n n n

=
→∞ →∞ =

 
 

+ + = = = 
+ + + + +

 

∫∑  

例题 5.2 
( ) ( )

lim
1n

n

n n n
n→∞

+ +

 

解：令
( ) ( )1n

n

n n n
x

n
+ +

=


，取对数则有 ( )1

1 0

1ln ln 1 ln 1 d 2ln 2 1i n
n i

ix x x
n n

=

=

 = + → + = − 
 

∑ ∫ ，所以

( )
2ln 2 11 1 1 4

1 1
limn e

n n n n e
−

→∞

 
+ + = =  + + + 

 。 

注：对于一些乘积形式的数列或函数极限问题，通常是通过取对数的方法把乘积形式转化为和的形

式，再求极限。 

7. 利用级数收敛的必要条件求极限 

定理：若级数 nu∑ 收敛，则 0limn nu→∞ = 。 
判断正项级数收敛的方法： 
1) 若 nu∑ 为正项级数，且存在某正整数 0N ，及常数 q ，( 0 1q< < )，若对一切 0n N> ，成立不等式

1n

n

u q
u
+ ≤ ，则级数 nu∑ 收敛。 

2) 若 nu∑ 为正项级数，且存在某正整数 0N ，及常数 l ，( 0 1l< < )，若对一切 0n N> ，成立不等式

1n
nu l≤ < ，则级数 nu∑ 收敛。 

例题 6.1 极限
!

lim
5

n

n n
n

n→∞  

解：令
!5

n

n n
nu

n
= ，则根据达郎贝尔判别法 

( )
( )

1
1

1

1 !5 1 11 1
5 51

lim lim lim
!5

n nn
n

n n nn n
n

nu n e
u nn n

+
+

→∞ →∞ →∞+

+  = ⋅ = ⋅ + = < +  
， 
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根据级数收敛的必要条件，可知 lim 0
!5

n

n n
n

n→∞ = 。 

8. 利用施笃兹(Stolz)定理求极限[4] 

定理：数列{ }ny 单调递增→∞，如果有 1

1

lim n n
n

n n

x x A
y y

−
→∞

−

−
=

−
 (可以无穷大)，则 lim n

n
n

x A
y→∞ =  

例题 7.1 求极限
2 3

li 1 2 3m
n

n
n

n→∞
+ + +  

此极限满足 Stolz 的条件，令 
令 2 31 2 3 n

nx n= + + + ， ny n= ； 1
n

n nx x n−− = ， 1 1n ny y −− = ，所以有 
2 31 2 3 1

1
lim lim

n n

n n
n n

n→∞ →∞
+ + +

= =
  

9. 通项公式法求极限 1 

定理：已知数列{ }nx 满足 2 1 0n n nx px qx+ ++ + = 。则可以构造特征方程 2 0x px q+ + = 。根据 2 4p q∆ = −

来分类 
1) 0∆ = 方程有两个相等的实数根，设为 0x ，则 ( )1 2 0

n
nx nC C x= +  (其中 1C ， 2C 为常数)； 

2) 0∆ ≠ 方程有两个不相等的实数根设为 1x ， 2x 则 1 1 2 2
n n

nx C x C x= +  (其中 1C ， 2C 为常数)。 

例题 8.1 已知数列{ }na ，满足 0 0a = ， 1 1a = ， 1
1 2

n n
n

a aa −
+ =

+
，求 limn na→∞ 。 

解：其特征方程为：
1

2
xx +

= ，解得 1 1x = ， 2
1
2

x = − ，所以求得通向公式为 1 2
1
2

n

na C C  = + − 
 

；把 0 0a = ，

1 1a = 带入 na ， 

解得： 1
2
3

C = ， 2
2
3

C = − ，
2 2 1
3 3 2

n

na  = − − 
 

。因此有
3

lim 2
n na→∞ = 。 

10. 利用压缩映射原理求极限[5] (完备度量空间上的不动点定理) 

命题：完备距离空间上的压缩映射具有唯一不动点。 
解题此路： 
1) 证明数列收敛只需满足 1 1n n n nx x r x x+ −− ≤ − ，其中 r 满足 0 1r< < ，则数列收敛。 
2) ( )1 1 1n n n n n nx x f x x r x xξ+ + +′− ≤ − ≤ − ， 0 1r< < ，解方程 ( )* *f x x= 所得解即为不动点。 

例 9.1 设 ( ) 1
2

xf x
x
+

=
+

数列 { }nx 如下递归公式定义： 0 1x = ， ( ) ( )1 ,  0,1, 2n nx f x n+ = =  求极限

limn nx→∞ 。 

解：显然 1nx > ， ( )f x 在 ( )0, +∞ 连续可导， ( )
( )2

1 1
92

f x
x

′ = <
+

，满足 ( ) 1f ξ′ < ，故{ }nx 收敛。

又因为满足 ( )1n nx f x+ = 。所以设 limn nx a→∞ = ，则有
1
2

aa
a
+

=
+

，解得
1 5

2
a ±
= 舍去故有

1lim 5
2n nx→∞
+

= 。 

11. 结论 

求数列和函数极限的方法并不局限于以上几种，方法是灵活多样的。而且求极限的方法往往是一题
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多解的，但在本篇文章中我并有涉及。根据极限问题，针对不同的题目选择最优的方法将是我今后继续

研究的方向。 
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